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Prefaţă 


Lucrarea de faţă are la bază cursul de teoria sistemelor 
logice pe care îl predau la Universitatea din București 
începînd cu anul universitar 1963—1964. Ea cuprinde 
treapta a doua a logicii moderne (metalogica) — adică 
acel fond de idei şi metode care constituie esențialul în 
revoluția care s-a produs începînd cu prima jumătate a 
secolului XIX în logică şi fundamentele matematicii. 
Studiul ei presupune că cititorul a parcurs deja, fie şi 
în mod sumar, un curs de logică matematică, dar există 
şi părți care pot fi citite oarecum separat. 

Marx, Engels şi Lenin au acordat o mare atenție proble- 
maticii logicii, filosofia logicii fiind o parte constitutivă 
esențială a marxismului. Mai mult, Marx a fost primul 
gînditor care a folosit stlogismul ca model în studiul unor 
relații economice elementare. Evoluţia spectaculară a 
logicii oferă azi posibilități mult mai largi de utilizare a 
proceselor şi structurilor logice pentru studierea fenomene- 
lor sociale. Sistemele sociale şi contradicţiile lor pot fi 
studiate utilizînd ca modele sistemele logice și antinomiile 
lor. În acest fel noțiunea de aplicaţie a logicii capătă un 
conținut mai profund decît cel obişnuit pînă nu de mult. 
Şi în acest sens lucrarea noastră depăşeşte interesul unor 
cercuri înguste. 

Cartea se adresează în primul rînd studenţilor, dar ea va fi 
de folos şi cercetătorilor care se ocupă de fundamentarea 
logică a ştiinţelor, filosofilor care studiază evoluția cunoaş- 
terii ştiinţifice, precum şi tuturor celor care abordează 
problemele de semiotică, indiferent de domeniu — începînd 
cu cele teoretic-abstracte şi terminînd cu cele practic- 
politice. AUTORUL 
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Teorie și metateorie 


1. NOȚIUNEA DE TEORIE 


O ştiinţă modernă se descompune, de regulă, într-un an- 
samblu de teorii. Exemplare sînt în acest sens matematica, 
logica, fizica. 

O teorie este o clasă de propoziții (judecăți) organizată după 
anumite criterii logice, gnoseologice și uneori chiar pragma- 
tice. Dispunerea teoriilor poate să fie de la abstract la con- 
cret sau de la teorie la metateorie. O teorie mai concretă 
apare din una mai abstractă prin introducerea unor con- 
cepte și propoziții noi cu caracter restrictiv. O metateorie 
apare prin studiul teoriei date. În una și aceeaşi ştiinţă 
putem găsi ambele feluri de ordini. Aceasta face ca ştiinţa 
să capete un grad de complexitate greu de redat într-o 
definiție. Prima supoziţie pe care o facem în legătură cu 
o teorie este că ea se referă la un sistem de obiecte. Ce este 
acest sistem de obiecte ne vom rezuma a o spune într-un 
mod foarte general (în modul în care procedează matemati- 
cienii), căci, cel puţin deocamdată, nu ne interesează na- 
tura specială a sistemului. Această noţiune va fi totuşi 
suficient de largă. Un sistem este dat atunci cînd dispunem 
de: 1) o mulţime A de entități (nespecificate în particular), 
2) o mulțime finită de entități specificate, 3) o mulţime de 
operaţii, 4) o mulţime de însuşiri sau de relaţii. Uneori 
se produce o unificare a unor astfel de mulțimi, lucru 
despre care vom vorbi mai tîrziu. De exemplu, însuşirile 
şi relațiile pot fi unite sub denumirea de „,„determinări”. 
Ca exemplu de sistem de obiecte putem considera sis- 
temul matematic format din a) numere naturale, b) nu- 
mărul 0, c) operațiile succesor, adunare, înmulțire, d) re- 
laţiile <, =. 

Pe scurt S = {N, {0}, (, +, x), (=, <} 
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Fie T o teorie şi S un sistem de obiecte. Vom studia două 
relații <T, S>: a) orice T pornește de la un S (altfel spus, 
există un S de la care teoria T pornește şi care o precede în 
timp), b) orice T este despre un S (existent sau presupus). 
Putem numi prima relație „genetică, pe a doua „cogniti- 
vă”. Dacă S, este sistemul în prima relaţie şi S, sistemul în 
a doua relație atunci se impune să observăm că S, nu este 
în mod necesar identic cu Sẹ deși ele se pot intersecta 
şi în genere trebuie să existe cel puţin raporturi de continui- 
tate între ele. O teorie socială despre societatea socialistă 
porneşte de la un sistem actual, dar ea este despre un sistem 
viitor. (Cazul în care 7 studiază sisteme în devenire este 
unul special în acest sens). Pe de altă parte, prioritatea 
sistemului nu înseamnă independență absolută față de T. 
Teoria despre o societate viitoare porneşte de la sistemul 
actual, dar ea însăşi devine o condiție de evoluție a acestuia 
spre sistemul pe care-l descrie cu anticipație. 


A doua relație, <T este despre S>, este mult mai intere- 
santă pentru noi și o vom aborda din punct de vedere for- 
mal. 

Această relație „despre” este-în sens strict ireflexivă, adică 
nu are loc pentru nici o teorie că: 

T este despre 7. 


În terminologia mai specială aceasta înseamnă că teoria 
nu este autologică. 

Relaţia este apoi asimetrică, cu alte cuvinte reciproca: 
S este despre 7 

este totdeauna falsă. 

În fine, relația este intranzitivă, căci presupunând că ar 
exista un S' 4 S astfel că 

T este despre S şi S este despre S’ 

expresia „T este despre S” este totdeauna falsă. 


Orice teorie T este dată într-un limbaj L. Conținutul 
(informaţional, cognitiv) al teoriei nu depinde însă de un 
limbaj anume. Orice teorie poate să fie exprimată în ~n 
limbaje. Acestea pot fi porțiuni din limbaje naturale sau 
limbaje artificiale. Evident, noi vom înțelege printr-o 
teorie T dată, fixată, teoria împreună cu limbajul în care 
a fost fixată. Cu alte cuvinte, nu putem „,exemplifica” 
teoria fără a o da într-un limbaj anume. 
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2. TEORIE ȘI METATEORIE 


Afirmînd că teoria este despre un sistem de obiecte noi 
n-am propus nimic cu privire la natura entităților siste- 
mului. Teoria însăși poate fi un astfel de sistem de obiecte 
(entităţi), în acest caz ansamblul judecăților despre teorie 
va purta numele de metateorie (M7). Avem relația 

MT este despre 7. 

MT poate să fie organizată logic într-un grad care ne de- 
termină s-o considerăm teorie. Acum înțelegem cele spuse 
mai sus despre ştiinţă şi anume faptul că ea poate fi formată 
din teorii de același ordin: Ta} Tẹ ... Ta 

şi teorii de ordine diferite: Zi, 72, ... Ta 

O teorie T, este de un ordin superior unei teorii Tẹ, dacă 
T, este despre 7,. 

În acest fel, T! ar putea fi identică cu MT, sau cu MT, 
sau chiar cu M(T -U TU... U Tp) adică este meta- 
teoria despre ansamblul teoriilor de acelaşi ordin reunite, 
Am declarat mai sus că relația T despre S este ireflexivă. 
Dacă S este, să zicem, un sistem de obiecte fizice (nu enti- 
tăți mentale) această idee este clară. Dacă însă avem relația 
mai specială 

MT despre T 

atunci se poate întîmpla ca cel puțin unele propoziții din 
MT să fie despre MT, prin urmare în genere, unele propo- 
ziții din T să fie despre T. Acesta este cazul logicii, al 
filozofiei, al matematicii în parte şi chiar al altor discipline. 
„Orice propoziție sau este adevărată sau nu este adevăra- 
tă” este, evident, propoziție care se referă şi la sine (este 
deci reflexivă, autologică). Cu toate acestea cazul în care 
o teorie să se aibă, în sens strict, pe sine ca sistem de obiecte 
este exclus. Proprietatea de ireflexivitate (neautologie) 
rămîne valabilă pentru teoria luată ca întreg. Observațiile 
de mai sus dovedesc din nou că relația „T despre S”? nu 
presupune în toate cazurile că S este independent total 
de T. (Prioritatea cronologică nu este și una logică strict). 
Considerînd acum relația generalizată „T despre S” pu- 
tem spune că ea nu este tranzitivă: 

Dacă T, este despre T, şi T, este despre T nu decurge că 
T, este despre 13. 

Pentru a delimita cazul special al relației de cel general 
vom remarca în plus că: 
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— dacă teoria are ca obiect un sistem ne-teoretic ea va fi 
de nivelul cel mai scăzut posibil, în acest caz o vom numi 
infrateorie (IT), 

— orice T are în mod potenţial o MT, 

— nu orice T este o MT (exemplu IT nu este astfel), 

— relațiile dintre MT şi T sînt în general mult mai strînse 
decît relaţiile între IT şi S, 

— neavînd proprietatea de tranzitivitate relația „„despre” 
nu este o relaţie de ordine, ea este totuşi o relaţie de ierar- 
hie (asemănătoare cu relația „x succede imediat lui y”). 
După cum oricărei teorii T îi corespunde (cel puțin) un 
limbaj L, tot! astfel metateoriei îi corespunde metalim- 
bajul ML. Ierarhia limbajelor urmează ierarhia teoriilor. 
Noţiunea de „teorie? așa cum am delimitat-o mai sus este 
destul de greu de detașat de metateorie, în practică ceea 
ce numim , teorie” este cel mai adesea un „complex teore- 
tico-metateoretic”, adică expunerea unei teorii presupune, 
de regulă, un minimum de considerații metateoretice. 
Studiul metateoretic se efectuează cu mijloace descriptive, 
formal-logice, matematice, lingvistice, filozofice și el vi- 
zează următoarele aspecte: a) conținutul teoriei (obiectul, 
conceptele fundamentale), b) forma (logică) a teoriei, c) 
limbajul teoriei (studiul semiotic), d) metodele pe care le 
implică teoria, e) fundamentele filozofice ale teoriei. 
Acest capitol constituie o introducere intuitivă în meta- 
teorie. Unele laturi ale teoriei se pretează la un studiu 
exact, cu mijloace matematice, altele sînt mai puțin abor- 
dabile în acest sens. Studiul semiotic al teoriei este fără 
îndoială, cel puțin în momentul de față, cel mai apt de a fi 
efectuat cu mijloace exacte. 

Este util să trecem în revistă unele demersuri cognitive în ra- 
port cu rolul pe care limbajul îl joacă în evoluția cunoașterii. 


3. DEMERSURI COGNITIVE ÎN RAPORT CU LIMBAJUL 


Urmărind istoria cunoaşterii și în speţă istoria logicii și 
matematicii se constată trei moduri fundamentale de 
abordare în raport cu rolul pe care-l joacă limbajul: a) 
modul (demersul) conceptual, b) modul semiotic, c) modul 
formal (formalizat). 
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a) Modul conceptual constă în a gîndi abstracții” nerapor- 
tate la elemente de limbaj, la expresiile care le fixează, 
fără suportul lor lingvistic. Spunînd „„om” ne referim la 
obiectul OM şi transmitem deea de om fără a ne gîndi la 
expresia „om''. Acesta este modul aproape general al 
științei clasice și al comunicării obișnuite. Astfel propozi- 
țiile : „omul este animal rațional”, „triunghiul echilateral 
este triunghiul cu toate laturile egale” sînt în modul concep- 
tual. 

Matematicianul clasic este preocupat de numere şi uită 
adesea de cifrele corespunzătoare. Numerele nu sînt nici 
obiecte, nici expresii (cifre) ele sînt entități abstracte care 
încep să capete cu timpul (se înțelege în modul nostru de 
a vedea lucrurile) un fel de existență de sine stătătoare. 
Termenul de „obiect abstract” care circulă destul de mult 
în ultima vreme reflectă tocmai acest mod de a vedea. În 
aceeaşi situație se află termenul de „obiect ideal”. Cate- 
goriile : idei, concepte, noțiuni, abstracții ş.a. țin de de- 
mersul conceptual. Filozofia a fost multă vreme preocu- 
pată de natura acestor categorii, chiar azi nu există un 
acord unanim în această privință. Conceptele, spune A. 
Church, „au natură nelingvistică”, „noi putem recunoaşte 
ca posibilă existența conceptelor care nu sînt concepte ale 
nici unei existențe reale” ș.a. 

Logica tradițională era prin excelență conceptuală, ea 
avea de a face cu noțiuni, judecăți, raționamente, teorii. 
Întreaga filozofie clasică este impregnată de viziunea con- 
ceptuală, este o filozofie conceptuală. Ea este plină de 
„ființe abstracte” care plutesc între limbaj și realitate. 


bj Modul semiotic. Încă în matematica clasică şi se pare 
chiar în Organonul lui Aristotel a început să-şi facă loc un 
nou mod de exprimare în care elementele lingvistice sînt 
măcar parțial invocate. (La Aristotel se pare că este vorba 
de „nume” și „propoziții” nu de noțiuni și judecăţi). 
Distincția între definițiile reale şi cele nominale este o 
distincție între conceptual și semiotic (se înțelege într-o 
problemă specială). Astfel, definițiile de mai sus pot fi 
reluate în sens nominal (semiotic) : 

„Numim «om» animalul rațional”. 

ai A «triunghi echilateral » triunghiul cu toate laturile 
egale”. 
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Se observă că aci este implicată relația de denumire (desem- 
nare) — relație fundamentală în semiotică — de exemplu, 
între numele „om” și entitatea (ființa) animal rational. 
Paralel cu categoriile: noțiune, judecată, raționament, 
au început să-și facă loc în logica tradițională (începînd 
cu evul mediu) categoriile lingvistice de „termen” (nume), 
„propoziţie”, „discurs (logic)? ş.a. Așa după cum am mai 
arătat și în alte lucrări, filozofia este la un moment dat 
expresia concentrată a stării metodologice a logicii și 
ştiinţelor speciale. Evul mediu a avut două filozofii care 
pretindeau că au de-a face direct cu abstracha — realismul 
şi conceptualismul, dar apare și o filozofie de nuanță semi- 
otică — nominalismul. Era firesc ca odată cu dezvoltarea 
demersului semiotic să se accentueze corespunzător dezvol- 
tarea filozofiilor lingvistice. Ceea ce se numeşte azi „„,filozo- 
fia analitică” (Sprachphilosophie), semantica filozofică, 
neonominalismul ș.a. nu reprezintă decît expresii exage- 
rate ale evoluției metodologiei în direcția semiotică. (Orice 
metodologie nouă aduce ca pe un parazit o nouă exagerare 
filozofică). 


c) Modul formal (formalizai). Desprins dintr-o anumită latu- 
ră a abordării semiotice (studiul „pur sintactic”) s-a consti- 
tuit demersul formalizării, al construirii de „sisteme formale” 
în care se reține doar „forma limbajului”, făcînd abstracție 
totală de conținut. În locul „semnelor” şi „regulilor de ope- 
rare cu semnele”, în locul „expresiilor” și „limbajului? 
avem acum de-a face cu „obiecte formale”, „formule”, 
„Sisteme formale” și reguli de operare mecanică cu acestea. 


Între modul „semiotic — sintactic” şi „modul formal” 
diferența fiind practic nulă noi le vom contopi în cele mai 
multe cazuri într-o singură expunere, atrăgînd atenția 
asupra unui unghi sau altuia de vedere ori de cîte ori vom 
considera util. O anumită deosebire apare atunci cînd, 
pornind de la sintaxa (logică) a unui limbaj, noi construim 
pe baza relaţiilor de corespondență univocă un sistem de 
:obiecte formale cu o structură care nu mai este aceea a 
Bimbajului dat și deci, în acest sens, sistemul formal nu 
reprezintă sintaxa vreunui limbaj. El poate însă deveni 
sintaxa unui limbaj nou, necunoscut, dacă este pus în cores- 
pondență cu un sistem de obiecte astfel că obiectele for- 
male devin simboluri sau expresii. 






Teoria sistemelor logice 12 


Putem acum rezuma astfel cele trei moduri de a vedea 
cunoașterea : „abstracţie fără semn” (modul conceptual), 
„abstracție cu semn” (modul semiotic), „semnul fără 
abstracție, luat ca obiect artificial!” (modul formalizat 
ori sintactic). În ultimul caz nu vom mai utiliza ideea de 
„semn” decît dacă ne plasăm în planul sintaxei, ci ideea 
de „obiect formal”, 

Privind acum modul de a expune acest capitol putem spune 
că el este conceptual (cu preponderență). 


4. STRUCTURA TEORIILOR 


Cel puțin provizoriu vom presupune că termenii introduşi 
fără explicaţie în contextul următor sînt înțeleşi din uti- 
lizarea anterioară (v. „,noţiune”, „judecată”, „raţiona- 
ment”, „„deducție” ş.a.). Am definit deja teoria ca pe o 
„clasă de judecăți organizată după anumite criterii logi- 
ce”. În linii mari o teorie presupune următoarea structură 
logică: 

a) noțiuni fundamentale (,„primitive'”), 

b) principii (judecăți fundamentale), 

c) judecăți derivate (sau de importanță secundară). 


=») 


Noțiunea de „structură logică” poate fi descrisă în mod 
corespunzător în termeni semiotici sau formali. 

Se înțelege că gradul de „organizare logică” (altfel spus 
„coeziune”, „solidaritate logică”) al unei teorii este mai 
mare sau mai mic în raport cu alte teorii. O concepție filo- 
zofică, estetică sau culturală, (cel puțin în momeutul de 
față) presupune un grad relativ mic de coeziune (organi- 
zare, solidaritate) logică, dimpotrivă o teorie matema- 
tică sau logică este în cel mai înalt grad de organizare. 
Cu aproximație putem ierarhiza teoriile după gradul de 
coeziune logică astfel : 

Logica şi matematica 

Fizica 

Chimia și biologia 

Teorii sociale, estetice, etice 

Geografie, medicină 

Filozofie, istorie 

Teorii ale culturii. 


NDUPPNI— 
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Principalele instrumente de organizare logică sînt definițiile, 
clasificările şi deducţiile. Sistemul clasificărilor ierarhice 
joacă un rol ordonator prin excelență important în disci- 
plinele în care deducția e mai puțin utilizată. 

Definiţiile corelează conceptele (respectiv termenii), clasifi- 
cările sistematizează şi ordonează conceptele, iar deducția 
formează reţele (sisteme) de concepte. 

Teoriile cu cel mai înalt grad de organizare logică vor fi 
numite „teorii formalizate” (nu trebuie confundate cu 
„sistemele formale” și se înțelege nici cu limbajul cores- 
punzător formalizat). Astfel sînt multe teorii logice și 
matematice. 

Scopul teoriilor în genere constă în: 

— a sistematiza cunoştinţele, 

— a depăşi contradicţiile, 

— a explica noțiunile, 

— a susține procesul de verificare, 

— a uşura legătura cu practica (ex. o teorie foarte bine 
organizată permite programarea cunoştinţelor pentru maşi- 
nile de calcul), 

— a ușura procesul de transmitere a informației (în şcoală, 
în biblioteci) ş.a. Rolul teoriilor este deci imens. De aci 
interesul pentru studierea lor. 

Detașîndu-ne puțin de aspectele concrete ale teoriilor pu- 
tem să le reducem la un unghi de vedere foarte convenabil 
studiului cu mijloace exacte. Ce sînt teoriile decît niște 
entităţi, clase de entități, operaţii, proprietăţi, relații? 
Concepte sau judecăți, clase de concepte sau judecăţi, operații 
cu concepte sau judecăți, proprietăți ale conceptelor, claselor 
de concepte sau operațiilor, relații între concepte şi între clase 
de concepte. (Analog pentru alte entităţi legate de limbajul 
teoriei.) Iată un punct de vedere care convine foarte bine 
nu numai studiului logic, ci şi studiului algebric, mulți- 
mist. 

Considerînd teoria „în mișcare” (în constituire) constatăm 
că operaţiile, procesele care au loc aci sînt bine determinate, 
pot fi bine prescrise (prin ansamble finite de reguli) şi deci 
„efectiv realizabile” (în sensul strict de „practic realiza- 
bile” sau „în principiu realizabile”, avînd în vedere carac- 
terul finit al proceselor. Astfel de procese satisfac, de regulă, 
cerințele „,constructiviste” (intuiţioniste) (v. Brouwer, Hey- 
ting, Markov) sau „finitiste”” (Hilbert). Prin aceasta nu 
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înțelegem că orice problemă pusă în teorie poate fi rezol- 
vată în acest spirit. 

În cele mai multe cazuri procesele teoretice au „caracter 
de masă” (sînt formulate pentru multe elemente şi pentru 
o clasă de probleme). Scopul unui „,proces teoretic” este 
de a da răspuns la o problemă (luată în sens general sau 
singular) — răspunsul fiind „da”, „nu” sau „acesta este 
rezultatul” (Este această propoziție teoremă? „Da”, „Nu”. 
Care este valoarea acestei funcții? Aceasta’). 

Problema se numește „,definită”” dacă la ea se poate da un 
răspuns din cele de mai sus. (A se observa după exemple 
că există două tipuri de întrebări). 

Toate aceste noțiuni vor fi reluate pe larg în capitolul 
„Metodele logicii”, acum ne vom limita (urmând exemplul 
lui Curry) la unele informaţii generale şi intuitive. Ca exem- 
plu de „proces efectiv” avem în logică procesul de normali- 
zare (booleană) a unei funcții, proces definit prin ansamblul 
respectiv de normalizare. 

Noţiunea de „,clasă” va fi utilizată în sens intuitiv ca fiind 
formată din elemente care satisfac o proprietate. Clasa 
este definită de proprietate dacă pentru fiecare element 
putem spune are sau nu proprietatea respectivă. Curry 
numește astfel de clase „conceptuale”. În logică și mate- 
matică joacă un rol deosebit „clasele inductive?” — adică 
acele clase conceptuale care pot fi definite de la simplu la 
complex (se dau „elemente prime” apoi reguli de formare 
a unor „elemente derivate”). 

Pentru studiul algebric al teoriilor noțiunile de „,operaţie” 
şi „relație? vom vedea că joacă un rol fundamental. 
Revenind la relația dintre teorie şi sisteme de obiecte este 
necesar să nu confundăm elementele, mulțimile de ele- 
mente, proprietăţile, operaţiile și relaţiile „în S” cu cele 
„în T”. (Vom atrage atenţia asupra distincţiei ori de cîte 
ori se impune.) 

Pentru expunerea intuitivă vom trece cu destulă uşurinţă 
de la modul conceptual (care are de-a face cu abstracția 
obiectului și dă impresia că ne referim tot timpul la obiecte 
fără a invoca limbajul) la modul sintactic sau la cel semantic. 
Dacă teoria este expusă „conceptual” (în termeni de „,con- 
cepte”) este totuşi util să fim atenți la dezvoltarea cu con- 


secvență a acestui punct de vedere pentru a nu da impresia 
de eclectism. 
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Fie de ex. aritmetica lui Peano. Ea este construită pe baza 
a trei concepte (nu termeni) („zero”, „număr natural” 
şi „„succesor”') şi cinci axiome (,,principii” în sens de jude- 
căți). În continuare vom avea de a face cu operaţii („adu- 
nare”, „înmulțire” etc.) şi relaţii („mai mic”, „mai mare”, 
„egal”, „identic”). Dacă dimpotrivă trecem în planul 
semiotic vom avea nu concepte, ci termeni, nu judecăți, 
ci propoziții şi operații (respectiv relaţii) cu astfel de enti- 
tăți. Diferența este evidentă: zero, de exemplu, este nu- 
mărul cardinal al clasei vide, dar termenul „,zero” nu are 
această proprietate. În modul conceptual descriem sau 
reproducem ceva despre un sistem de obiecte, în modul 
semiotic „formăm” și „transformăm”, „,„reprezentăm” şi 
„interpretăm” ori „,modelăm”. 


5. TEORIA SISTEMELOR LOGICE 


Deşi, așa cum am arătat, o teorie are multe laturi din care 
poate fi studiată, ceea ce interesează în primul rînd este 
„forma ei logică”, toate celelalte aspecte sînt studiate de 
logică numai în măsura în care au legătură cu construcția 
logică a teoriei. Cea mai evoluată formă logică este „,siste- 
mul deductiv” (în speță axiomatic). Sistemele deductive 
sînt „pur logice” (= sisteme ale logicii) şi „aplicate”. 
: Metateoria care studiază clasa teoriilor deductive, în special 
sistemele logico-matematice va fi numită teoria sistemelor 
logice sau metalogica. 

Componentele metateoriei pot fi numite respectiv „,„meta- 
concepte”, ,„„metajudecăți”, „,„metaraționamente” sau în 
limbaj semiotic „,„metatermeni”, „„metapropoziţii”” resp.. 
„discursuri metateoretice”. Dacă propoziţiile (judecăţile) 
sînt adevărate ele pot fi numite „metateoreme”. Propozi-— 
ţia : 

»Yx(Fx V Fx) este universal adevărată” 

este o metapropoziție, respectiv o metateoremă. 

Termenii „,teorie”, „sistem deductiv”? sînt la rîndul lor: 
termeni metateoretici. 

Există un demers de la simplu la complex (în fiecare din 
cele trei planuri — conceptual, semiotic, formal), acest. 
demers urmează, pe de altă parte, structura sistemului 
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de obiecte. Studiem, de exemplu, anumite proprietăţi ale 
conceptelor, operații cu conceptele, relații între concepte. 
Operăm clasificări și reluăm studiul pentru fiecare clasă în 
parte. Răspundem astfel la diferite întrebări, ca de exemplu : 
a) Ce este un termen? b) Ce proprietăți (generale) are ter- 
menul ? c) Ce operaţii putem face cu un termen? Care sînt 
relaţiile principale dintre termeni? Între altele, o atenție 
specială va fi acordată relației de definibilitate. Clasificăm 
apoi termenii și reluăm seria de întrebări (ex. în legătură. 
cu „termenii singulari”, „negativi? etc.). Formulăm de- 
finiții și metateoreme ca răspuns la întrebările puse. Dăm, 
dacă e cazul, demonstraţii. 

Trecem apoi la entități teoretice mai complexe cum sînt 
propoziţiile (judecăţile) în legătură cu care punem între- 
bări asemănătoare. Fundamentală este aci relația de tin- 
ferenţă. Uneori este important să studiem „,mulțimi de 
entităţi”, în cazul nostru „mulțimi de propoziţii (judecăți, 
formule)”. Deja de la acest nivel vom pune în evidență 
multe dintre conceptele care se referă la „sistemul teoretic” 
(luat ca un întreg complex). Astfel sînt proprietăţile de 
consistență  (necontradicţie), complehitudine, independență, 
decidabilitate, categoricitale, dualitate. 

Mulțimile pot fi extinse sau restrânse. 

Teoria ca întreg are proprietăți „matematice” (ea poate fi 
o structură algebrică, de ordine sau topologică). Comparîrd 
teoriile unele cu altele descoperim o bogăție de relaţii dintre 
care doar amintim subordonarea (incluziunea), ierarhia, 
homomorfismul, izomorfismul, interpretarea  (reinteipre- 
tarea), reprezentarea, echivalența, traductibilitatea. O teorie 
poate fi „mai bogată”, „mai săracă”, „foarte săracă” în 
raport cu alta. 

Ținînd seama de cele trei moduri de formulare a teoriei 
constatăm un fenomen foarte interesant de „„despicare” 
a conceptelor care se referă la entități, operaţii, proprie- 
tăți sau relaţii în concepte simetrice. În mod special ne 
vom ocupa de simetria conceptelor sintactice cu cele seman- 
tice. 

Exemplificăm unele proprietăți formulate în cele trei 
planuri: 

a) O teorie este necontradictorie (în sens conceptual) dacă 
în ea nu se poate deduce o judecată împreună cu negația 
ei. 
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b) O teorie este necontradictorie (în sens semantic) dacă 
nici o propoziție nu este adevărată împreună cu negația 
ei în această teorie. 

c) O teorie este necontradictorie (în sens sintactic) dacă 
nici o formulă propozițională nu poate fi derivată în teorie 
împreună cu negația ei. 

Termenul de „deducție” în sens conceptual presupune că 
o judecată se deduce din altele (o informaţie este scoasă 
din altele) în timp ce „derivarea sintactică” este o pură 
operație mecanică de trecere de la unele secvențe de obiec- 
te formale la altele (prin scriere şi ştergere de figuri grafice). 
În ultima vreme terminologia conceptuală este subordonată 
studiului semantic al teoriei şi, cel puțin în logică, ea este 
utilizată din ce în ce mai puțin ca un mod de exprimare 
independent. În alte ştiinţe (fizica, chimia, biologia ş.a.) 
demersul conceptual este dominant şi studiul semiotic a 
pătruns prea puţin. 

Studiul relaţiilor teoriei cu sistemul de obiecte se face nu 
numai din punct de vedere semantic ci şi filozofic. În cazul 
nostru vom obține o serie de „,„premise filozofice” nece- 
sare înțelegerii definiției aplicaţiei și delimitării teoriei 
de alte teorii în planul cunoaşterii. 


Teorii de referință. Pentru studiul metalogic noi vom folosi 
o serie de teorii de referință: a) teoria predicatelor (cu 
teoria subordonată a funcțiilor de adevăr), b) teoria mul- 
țimilor, c) sistemele de tipul Principia Mathematica, 
d) sistemele modale. Deja aceste exemple confruntate cu 
expunerile din tratate ne arată că unei teorii pot să-i co- 
respundă mai multe moduri de organizare deductivă (în 
speță axiomatice). Într-adevăr, așa cum unei teorii îi pot 
corespunde mai multe limbaje, ea poate fi organizată axio- 
matic în diferite feluri, astfel că una și aceeași „cantitate 
de informație” este structurată în mod fogic diferit. Ca 
urmare vom fi nevoiți să considerăm nu doar „teorii de 
referință”, ci şi „sisteme deductive”? concrete şi „limbaje 
de referință”. Schimbarea organizării deductive nu afectea- 
ză neapărat limbajul, ci, ca să spunem așa, doar relaţiile 
logice dintre termeni și propoziţii. 

Pentru sistemele de referință vom trimite la cartea lui 
Hilbert şi Ackermann „Bazele logicii teoretice” (logica 
predicatelor), pentru teoria mulțimilor vom avea în vedere 
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sistemul Zermelo-Fraenkel (vezi Fraenkel şi Bar-Hilell 
Bazele teoriei mulțimilor), în ce priveşte celelalte sisteme 
vom indica la locul potrivit ce anume sisteme și limbaje 
de referință utilizăm. 
Teoria sistemelor logice va cuprinde următoarele capitole : 
. Teorie şi metateorie (parcurs deja). 
. Metodele logicii moderne. 
. Antinomiile logico-matematice. 
. Semiotica logică. 

(a) Sintaxa logică 

(b) Semantica logică 
5. Filozofia logicii. 
Pentru continuitate vom presupune că cititorul a făcut 
deja cunoştinţă cu lucrările noastre Logica simbolică 
(1971), Logică și adevăr (1967) — aceasta este deja un fel 
de prolegomene la teoria sistemelor logice și, în fine, cu 
lucrarea Filozofie și logică (1973) în care sînt puse o serie 
de probleme care aici se dezvoltă pe larg. 


AGUN 
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1. TEORIE ȘI METODĂ 


Evoluţia rapidă a logicii în ultimul secol se explică printr-o 
extraordinară îmbogăţire a arsenalului ei metodologic. 
Metodele sînt „mijloacele de producție” ale ştiinţei şi, la 
fel ca în producția materială, progresul depinde de evoluția 
acestor mijloace. 

Cele mai multe dintre metodele logicii moderne își au sorgin- 
tea în matematică ; ceea ce multă vreme a părut a fi „specific 
matematic” s-a dovedit a conține un potențial de generali- 
zare mult peste limitele matematicii (în sensul ei clasic). 
O teorie este un „ansamblu de propoziții”, este un „„sis- 
tem informațional”. Scopul principal este de a mări canti- 
tatea de informație (putem adăuga esențială”), dar acest 
scop este defalcat în numeroase scopuri particulare, secun- 
dare care constituie pentru ştiinţă tot atîtea probleme şi 
care cer metode adecvate de rezolvare. 


În sensul cel mai larg, o metodă este un ansamblu de reguli 
care prescriu modul de desfășurare al unor operații în ve- 
derea rezolvării unei probleme (a unei clase de probieme). 
Ciasificînd propozițiile în două: „,teoretice” şi „,normati- 
ve” (altfel spus „,descriptive” și „„prescriptive'”) se constată 
că fiecărei propoziții teoretice îi putem pune în corespon- 
dență o propoziție normativă (regulă), propoziţia care 
constituie puntea de legătură între teorie şi acțiune (prac- 
tică sau intelectuală). 


Vom avea deci schemele: 
3 — Practică 
TEORIE — METODĂ — ACȚIUNE 
—  Inteiectuală 


Propoziţie teoretică — regulă — operație (practică sau in- 
telectuală). 
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Să luăm un exemplu banal: ,„2 + 3 = 5”, aceasta este 
o propoziție teoretică, 

„Dacă aduni doi cu trei vei obține cinci” (sau „,Adună 
doi cu trei şi vei obține cinci!) — este o propoziție-regulă. 
Orice operație care execută această regulă va însemna 
realizarea regulei (de ex. strîngînd doi lei de la o persoană 
Și trei de la altă persoană se face totalul conform cu 
regula). 

În înţelesul cel mai abstract al cuvîntului „acțiune” (în 
sens conştient) înseamnă realizarea vegulei şi deci rezolvarea 
problemei. (În cazul de mai sus problema era : „câţi lei am 
dacă primesc de la o persoană doi şi de la o alta trei?”). 
Nu pentru orice problemă dispunem de un ansamblu de 
reguli suficiente şi necesare pentru soluționarea proble- 
mei. Metodele vor fi în acest caz „efective” sau ,,neefective”. 
Orice metodă neefectivă va mai fi numită euristică. Metoda 
euristică ne arată: „cam pe unde se află soluția” și cere 
un număr de căutări mai mult sau mai puțin normate, 
inaj mult sau mai puțin întîmplătoare. Desfăşurarea ope- 
Taţiilor are în acest caz un caracter parțial aleatoriu. Dim- 
potrivă, metodele efective duc, după un număr finit de 
operații, în mod univoc la soluționarea problemei (adică 
ele ne dau unicul sau unica clasă de rezultate posibile). În 
unele cazuri problema este formulată destul de complex 
şi cere concursul 'mai multor metode. În general vorbind, 
într-o ştiinţă avem o întrepătrundere de metode mai mult 
sau mai puțin independente unele de altele. 

Descriind metodele, vom diferenţia între a descrie o metodă 
particulară sau o clasă de metode. În cele ce urmează ne 
vom opri, se înţelege, asupra claselor de metode, deoarece 
sarcina de a descrie metodele concrete ține de expunerea 
fiecărei teorii în parte. Clasele de metode de care ne vom 
ocupa sînt: metoda limbajelor simbolice, metoda axioma- 
tică, în primul rînd, metodele algoritmice, metoda siste- 
melor formale, metodele matematice, metoda modelelor 
semantice. Dependenţa reciprocă (mai mare sau mai mică) 
între aceste clase de metode este evidentă. Pe alocuri nu 
ne vom mulțumi cu descrierea metodelor, ci vom urmări 
şi firul istoric al evoluției lor acesta fiind instructiv pentru 
a înțelege esența metodei. 
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2. METODA LIMBAJELOR SIMBOLICE 


La prima vedere specificul limbajelor simbolice ar consta 
din utilizarea de semne prescujtăte (ideografice), ca litera 
ori, altele pentru a reprezenta concepte sau judecăţi. Fără 
îndoială că introducerea de prescurtări este esențială pentru 
evoluția (în direcția eficienței) limbajului ştiinţei. Una e 
să spui „2 + 2 = 4” şi alta „doi plus doi fac patru”. 
Este evident un caz particular al „principiului economiei 
de gîndire” (se înțelege nu în sensul machist al cuvîntului). 
Limbajul cifrelor este mult mai economic decît limbajul 
cuvintelor naturale. Avantajul limbajelor cu semne pre- 
scurtate nu se reduce însă nici pe departe la economia de 
limbaj, o mulțime de alte calități sînt atrase după sine 
între care o mai rapidă intuire a structurii informației, 
o mai rapidă operare cu semnele. Mai mult, s-ar putea 
spune că introducerea unui limbaj simbolic a_ însemnat o 
condiție esențială a evoluției matematicii, fizicii, chimiei 
ş.a. Un calcul integral este de neconceput fără un limbaj 
adecvat, iar naivitatea că limbajul simbolic ne-ar dispensa 
de gîndire (când el o face posibilă, eficientă şi economică) 
trebuie respinsă din capul locului ca fiind doar expresia 
unei incapacități proprii de a opera cu simbolismul. 

Aşadar, conciziunea (economia de gîndire), preciziunea, 
facilitarea sau posibilizarea operațiilor și coerenţa logică 
cu toate avantajele psihologice care decurg de aci — iată 
cîteva din proprietăţile limbajului standardizat. Dar acesta 
nu se reduce la ideea de „semn”’ iar acesta nu trebuie redus 
doar la prescurtări. Un limbaj cifric, de ex., presupune 
şi o „gramatică specială”, un ansamblu de reguli de operare 
cu semnele. Astfel în sistemul zecimal (= cu zece cifre) 
distingem o serie de „semne de bază” (0, 1, ... 9) şi expre- 
siile derivate (construite din acestea) cu ajutorul regulilor. 
Procesul constructiv (= mersul de la simplu la complex) 
este o trăsătură importantă a limbajului. Limbajul cifrelor 
a evoluat odată cu conținutul aritmeticii (dezvoltarea con- 
ceptelor). Acest limbaj este probabil prima şi cea mai 
răspîndită formă de limbaj artificial („standardizat”), el 
însă nu este un limbaj simbolic în înțelesul exact al cuvîn- 
tului. Nici una din trăsăturile sale (economicitatea, sistena- 
ticitatea, precizia etc.) nu constituie trăsături suficiente 
pentru un limbaj simbolic. Abia prin introducerea de 
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„semne variabile” s-a trecut la limbajul simbolic în sensul 
strict al cuvîntului. 

Eliberate de semnificaţiile constante (determinate) semnele 
variabile sînt raportate la „sisteme de semnificaţii” şi 
adesea la mai multe sisteme, or chiar la un număr inde- 
finit de sisteme. (Astfel e cazul limbajelor cu un număr 
indefinit de interpretäri). 

Cînd vorbim de limbajele simbolice trebuie, evident, sà 
pornim de la cea mai înaltă treaptă a acestora „limhajele 
formalizate” în care pe lîngă o listă de simboluri de diferite 
tipuri avem şi o formulare explicită a tuturor regulilor 
de operare cu aceste simboluri. 

Una dintre cele mai originale reguli este regula de substi- 
tuție a semnelor variabile. Deoarece în capitolul „Semiotica 
logică” vom studia în special limbajele formalizate ne 
limităm aici la o descriere generală suficientă pentru a 
evidenția aspectul metodologic al chestiunii. 

Analizînd un limbaj simbolic vom distinge între „simboluri 
de_ bază” (ori „semne de bază”, „primitive”, inițiale” 
sau cu alte nume) și „expresii” care fie că vor coincide 
cu unele simboluri de bază, fie că vor fi „„derivate” din 
acestea după reguli precise numite „reguli de formare” 
Semnificația (denotatul) simbolurilor şi expresiilor va fi 
asigurată prin reguli semantice. Sensul va fi fixat prin 
definiții. Aceasta presupune că sistemul de concepte de 
bază care este redat în simbolism este cel puțin intuitiv 
clar. Un limbaj simbolic se bazează în ultimă instanță 
în ce priveşte conținutul pe un limbaj natural (ex. limba 
română) şi este în fapt un fel de prelungire specială a 
acestuia, 

Dacă vocabularul limbajelor simbolice a evoluat de la 
semne prescurtate cu semnificație constantă la semne 
variabile (cu diferite semnificaţii, ceea ce nu îriseanină 
plurivocitate), evoluția limbajului în raport cu regulile 
(„ gramatica”) poate fi rezumată la două etape: 

a) regulile sînt utilizate, dar nu formulate explicit, adică 
utilizăm cu o anumită „regularitate” simbolurile și expresii- 
le, avem „,deprinderi” de a le utiliza, fără a invoca regulile; 
b). regulile sînt formulate şi utilizate explicit. 

În ce priveşte tabelele de. semne (simboluri), „alfabetul”, 
cum se mai spune, le putem diviza sub raportul semnifi- 
cațiilor în următoarele clase : 
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semne pentru obiecte sau stări de fapt; 

semne pentru însuşiri sau relaţii ; 

semne pentru operații ; 

) senine auxiliare (ajută la fixarea înțelesului expresiilor). 
În raport cu modul de a lua semnificații, avem apoi o 
diviziune în semne constante şi semne variabile. Orice con- 
strucție de limbaj simbolic presupune că ne esfe intuitiv 
clar la ce entități raportăm semnele, cum le raportăm şi 


în general ce rol i le acordăm î în limbaj. Simbolizarea presu- 
pune o concepție clară asupra conținutului, o analiză pre- 
cisă a, conceptelor, „bineînțeles, în limitele limbajului natural. 
Am spus deja că int: dej 1s deja că introducerea variabilelor este pasul hotă- 
rîtor în dezvoltarea limbajelor simbolice. Matematica a 
luat-o înainte în această privință. În antichitate Diophant 
introduce litere pentru reprezentarea „„necunoscutelor”. 
Mult mai tîrziv Vite va utiliza literele şi pentru reprezen- 
tarea „datelor”, “iar Descartes folosește literele simultan 
pentru semnificații aritmetice sau geometrice. Deşi, în 
totalitate, matematica a luat-o înainte logicii în utilizarea 
„literelor” totuși nici logica n-a rămas indiferentă față de 
acest procedeu. Încă Aristotel se folosește de ele în Organon. 
(în p presupunerea că Hi s-a intervenit ulterior în textul 
său; această rezervă, se înțelege, trebuie s-o facem în 
multe privințe cînd e vorba de lucrări foarte vechi). 
Astfel găsim scris tó A 5napyewâ B sau £vrâ B ónapyet A 
(adică „A aparține lui B” și respectiv „B aparține lui A”, 
exprimări converse). Utilizînd literele nu înseamnă neapărat 
că Aristotel avea ideea de „variabilă” ; poate fi doar o 
prescurtare pe care o utilizează în mod spontan fără a o 
teoretiza. Apoi ştim din matematică faptul că literele pot 
fi utilizate . în funcții (cu-reluri) diferite, ca în formula 
„ax + b = c’ unde a, b, c, fin loc de date (cunoscute), 
iar x de necunoscută. În alte cazuri, ca în formula „ax = y”, 
a e presupusă constantă, iar și y sînt variabile. Evident, 
rolurile lor sînt distribuite (definite) aci numai formal 
(„sintactic”), dar distincția există. 

În cazul silogismelor ideea de „cunoscut” s sau necunoscut” 
(relativ la termeni) nu joacă nici un rol, d dimpotrivă, ideile 
de constantă și variabilă — da. Problema, istorică în legă- 
tură cu textul jui Aristotel este: avem aci de-a face cu o 
variabilă sau cu o supoziție de constantă? Cînd spunem 
„termenul B” aceasta pare mai degrabă a numi într-un. 


a 
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fel oarecare un termen (pentru că nu ne interesează „numele 
adevărat”) decît că utilizăm o variabilă (care poate lua pe 
rînd diferite semnificaţii). Totuşi, texte de genul acestuia : 
„de exemplu, să punem în locul lui B animal şi în locul 
lui A om” (v. Organon, II) par a ne sugera că e vorba de 
ideea de „,substituție”, or substituția e legată de variabilă. 
Evoluția simbolismului în logică presupune dezvoltarea 
unor notații pentru termeni, propoziții, legături. propozi- 
tionale ş.a. Evul mediu a realizat unele mici progrese în 
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acest sens (a se vedea simbolurile A, E, I, 0). Lui R. Lullus 
(1232—1316) i se atribuie azi un merit deosebit în dezvol- 
tarea simbolismului logic, nu în sensul introducerii unor 
simboluri (care s-ar fi încetățenit), ci în sensul dezvoltării 
ideii de „combinare” a lor de la simplu la complex, idee 
care l-a influențat după cîte se pare pe Leibniz. Lullus 
credea că toate propozițiile noastre se pot obține prin com- 
binarea unor concepte fundamentale, concepte pe care 
Lullus le notează prin litere. O asemenea „combinatorică” 
presupune o „formalizare” riguroasă a limbajului (adică 
formularea exacfă a regulilor de operare cu semnele). În 
aceeaşi direcție acționează Descartes și Hobbes cînd pun 
accentul pe ideea de regulă de calcul. (Deşi deosebite, ideile 
de „limbaj simbolic” și de „,calcul” se dezvoltă în cea 
mai strînsă legătură). 

Cele mai rodnice tentative. (înainte de sec. XIX) de a intro- 
duce simbolismul în logică vor fi făcute de Leibniz. 
Extinderea simbolismului matematic asupra I6gicii (con- 
form cu ideea lui de a face logica aptă să fie unită cu mate- 


gură. 

Meritele sale în dezvoltarea simbolismului în logică pot 
fi distribuite astfel: i 
a) schițarea unei concepții generale despre simbolismul logic; 
b) tentativa de a introduce limbajul aritmetic (Cifric) în 
logică; ii i plai a aie at: 
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c) formularea unui simbolism literal („algebric”) pentru 


logică 
d) aiba Attra unor mijloace auxiliare de reprezentare 
pentru judecăți și operaţii (linii, cercuri). 
Leibniz a preluat de la Descartes ideea unei Mathesis 
universalis. Aceasta nu este o teorie ci un fel de metodă 
— “dealtfel idealul de descoperire î în epocă este metoda de 
a dobîndi cunoştinţe (nu atît cunoștințele) — o metodă 
care să îmbine rigoarea logicii cu claritatea şi precizia lini- 
b i matematic. Matematica și logica trebuiau a ropiate 
(spre folosul reciproc), lucru care nu se putea obține decît 
prin promovarea cu consecvență a „demonstrației logice”, 
dar pentru aceasta însăși logica trebuia să-și schimbe 
înfățișarea, folosind un limbaj de tip matematic. Astfel 
se naște ideea unui simbolism universal (,,characteristica 
universalis”). 
„Orice caracteristică, scrie Leibniz, constă în forinarea 
unei reprezentări şi în trecerea de la o reprezentare la 
alta” [29; 95]. Trecerea se reduce în cazul calculului la 
„juxtapunere” (Beifiigung), „Prin juxtapunere apare o for- 
mulă”” [29; 95]. Avem apoi trecerea -de la o formulă la 
alta care se reduce la „substituție și „substituție reci- 
procă” (= echipolență). 
Leibniz trece în revistă diferite feluri de limbaje : „verbal, 


„aritmetic” , „literal”. (Textele sale se încadrează în “istória 
semioticii, după cum se poate observa.) „,Character”, 
scrie el, trebuie să fie A sau B sau un alt semn [29; 113]. 
Acesta este elementul limbajului. 

O primă tentativă este de a extinde deopotrivă cifrele şi 
literele la logică. Distingînd între concepte „,simple” și 
„compuse”, Leibniz propune desemnarea conceptelor sim- 
ple cu ajutorul numerelor prime Şi constituirea, prin produs, 
a numerelor pentru conceptele „compuse. „Fiecărei expresii 
trebuie să-i fie asociat un număr caracteristic”... [29 ; 
180). (Această asociere de numere va fi fructificată în 
secolul XX de către Gödel prin procedeul aritmetizării.) 
Notînd animal cu un număr a (să zicem 2), rațional cu un 
număr c (să zicem 3), iar om cu b, vom obține: 

db = ac (adică 6=6—=2.:3) 

Leibniz dă apoi reprezentări pentru judecăţile A, E, L, O. 





Judecata A va fi reprezentată prin 1>y sau (ceea ce 
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se obține prin transformare) prin b = ya („orice b este a”). 
Aceasta înseamnă că numărul subiectului se divide la 
numărul predicatului, ori că numărul subiectului este egal 


cu produsul dintre numărul predicatului şi un anumit 
alt număr. 

Pentru a evita dificultățile legate de expresiile negative, 
Leibniz introduce numerele negative. 

Acest simbolism n-a fost izbutit Şi în alte fragmente se 
observă strădania lui Leibniz de a opera numai (sau aproape 
numai) cu litere. Reţine atenția fragmentul construit cu 
ajutorul echivâlenței (00) şi operației de specificare (9). 
Semnele + şi — vor fi utilizate de el în legătură cu înțele- 
sul comprehensiv pe care-l dă judecății categorice („predi- 
catum inest subiecto”). De asemenea, permanenta grijă 
pentru formularea explicită a regulilor va însemna un 
progres în perfecţionarea limbajului simbolic. 

Lambert (1728—1777) va continua eforturile în direcția 
introducerii simbolismului logic. El a schițat un simbolist 


„algebric” în logică, în care un rol important il are extin- 


derea ideii de operație prin utilizarea semnelor +, =, X, 
+ cu semnificații analoage (celor din aritmetică) : combi- 
nare, separare, determinare şi abstractizare. Combinarea 
-separarea, respectiv determinarea-abstractizarea formează 
cupluri de operaţii inverse. 

Concepţia sa asupra logicii este de asemenea aaa 


care n-au e pie o n-ar fi în sine un 
impediment dacă la sfîrșit aceste combinații ar putea fi 
eliminate cbținîndu-se doar semnificații adecvate, ceea ce 
la el n-a fost cazul). 

Holland şi Castillon vor merge pe aceeaşi linie a analogiei 


dintre. operațiile logice şi aritmetice, Dealtfel, sursa dez- 
voltării simbolismului va fí multă vreme explorarea acestei 
analogii, ceea ce este valabil pentru Boole, „Morgan, şi pentru 
întreaga perioadă denumită a „algebrei logice”. 

George Boole şi Augustus de Morgan au contribuit în modul 


cel mai hotărîtor la introducerea simbolismului în în logică 
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şi aceasta se explică pe baza tezei acceptate de noi că dez- 
volțarea limbajului ține de lărgirea unghiului de vedere 
în _ce. priveşte. conținutul (obiectele, proprietățile, opera- 
țiile etc.). Un conținut nou cerea o metodă de exprimare 


aa 


primare”, „propoziții secundare”, „porțiuni de timp”. 
Limbajul său are forma algebrei elementare în care acceptă 
Şi. două constante: 1 („totul”) şi O („„nimicul'”). El foloseşte 
simbolurile x, y, z, ... pentru obiecte şi operaţiile + 
(disjuncția claselor), — (exceptarea), juxtapunerea (xy) şi 
relația = (identitatea claselor). Legile iau formă algebrică, 
iar calculul este asemănător cu cel din algebră. ` 7 
Ex. L= x 


x(1 — x) = 

(Aceasta este legea necontradicției.) Scopul calculului este 
de a găsi ecuaţiile care exprimă legi logice. Prin interpre- 
tarea diferită a aceluiași sistem de simboluri Boole a des- 
chis şi calea spre dezvoltarea metodei modelelor în logică. 
Rezolvînd efectiv o serie de probleme acest limbaj a con- 
stituit primul succes decisiv al metodei simbolice în 
logică. 

După Boole (şi într-o anumită măsură cu el) începe „,specia- 
lizarea” pe teorii logice a limbajului simbolic (logica cla- 
selor, logica predicatelor ş.a.). 


„ecuație” (logică) este dat de P. S. Porețki. 

Încetul cu încetul se constată o detaşare de simbolurile 
din aritmetică, se introduc forme noi de simboluri (specifice 
aa i E ea a caii ator ea 

În America Ch. Peirce (1885—1882) va dezvolta un simbo- 
lism în care intervin şi cuantorii (II, 2). 

Un moment esențial în dezvoltarea simbolismului logic 
îl constituie opera lui Gottlob Frege. Meritul lui Frege 
nu a constat în construirea unui simbolism comod şi efi- 
cient (dimpotrivă, din acest punct de vedere, opera sa a 


logicii care se detașează de limbajul obişnuit din matematică 
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şi în dezvoltarea unei concepții despre acest simbolism, care 
a pus bazele semioticii (în speță semanticii logice). În ce 
priveşte simbolismul său ca atare el am nteşte de unele 
încercări de simbolizare prin linii ale lui Leibniz. El adoptă 
ca simboluri de bază asertarea |- A, negarea asertării 


HA şi relația împlicativă 
| = („dacă B atunci 4”, adică invers implicaţia). 


Argumentele vor fi notate prin —A, —B,... 
El utilizează apoi sistematic cuantorii (logica sa fiind în 
esență o „logică funcțională” sau „logica predicatelor”). 


Universalitatea este exprimată astfel —~4— f (a) (Notăm 
că expresiile de tip funcțional fuseseră deja introduse de 
către Boole). Pentru asertarea universalității (ex. pentru 
x = x) el scrie: 


ma— a = a, iar negația ei va fi: 
ma— a? =l. 


Faptul că nu pentru orice valoare nu are loc (deci există 
valori pentru care are loc funcția) se scrie: 


mum ae? s=], 

Pentru exprimarea extensiunii (a domeniului de valori) 
adoptă semnul ’ („spiritus lenis”) şi scrie, de ex., 

x' (x? = 3). 

În acest fel, în locul universalității ,, —~g— a*— a= 
= a (a — 1)” se poate scrie: 


„el(s2 — e) = (a(x — 1))” 


Notăm că = poate însemna „,subsumarea conceptelor 
(Ideea de subsumare a conceptelor fusese introdusă de 
catre Schröder: ag b „a este subsumat lui b”.) 
Propoziția asertată „dacă 32 > 2 atunci 3 > 2” poate fi 
scrisă : 


32 > 2 
3 > 2 
Apoi „dacă 2+3=5 atunci nu are loc 2> 3” va fi scrisă 
2>3 
2+3=5 
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Propoziția „dacă 2 + 3 = 5 atunci nu este adevărat cå 
3 > 2 nu e adevărat” va fi: 


3 > 2 
2+3=5 


În fine „dacă 12= 2! nu este adevărat, atunci 22 = 32 
nu este adevărat” va fi: 

93 — 32? 

[2 = 2! 


Pentru cazul în care avem mai mulți antecedenți ca în 
propoziția „dacă 4 > 2 şi 3 > 2 atunci nu este adevărat 
că 1<2 nu e adevărat” vom scrie: 


Propoziția cuantificată „pentru orice a dacă a? = 1 
atunci ai = 1'' se scrie: 


Propoziția existențială: „Nu-i adevărat că pentru orice 
a dacă a? = 1 atunci nu are loc afl = 1”, adică „există a 
astfel că a? = 1 şi aî = 1 se va scrie: 


ara! = | 

La = l 
Nu insistăm asupra altor aspecte ale simbolismului lui 
Fregę este clar din cele de mai sus că nu este comod și 
nici economic pentru operațiile logice. 
Repetäm că prima încercare de a construi. un simbolism 
specific logicii n-a fost încununată de succes, dar clarifi- 


carea rca conținutului « a fost împinsă atît de departe încât forma 
comodă Și elegantă s-a impus apoi de la sine. 
Remarcabil este apoi faptul că Frege dezvoltă simbolismul 
în direcția „cuprinderii” aritmeticii în logică. Acțiunea 
s-a soldat cu un eșec, totuși ea a însemnat o încercare de 
a influența aritmetica din direcția logicii (curent invers 
celui de pînă atunci, cînd influența era de la aritmetică 
la logică). 

Un moment decisiv în crearea actualului limbaj simbolic 
în logică l-a constituit opera lui Giuseppe Peano. Meritul 
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lui Peano constă în formularea unui simbolism, adecvat 
comod, simplu. Multe din semnele introduse de Peano au 
intrat azi în limbajul curent al logicii. Simbolismul lui 
Peano era destinat construirii riguroase a aritmeticii (fără 
a pretinde la reducția de tip logicist). 

Analizînd mai în detaliu diferitele compartimente ale logicii 
Whitehead şi Russell au dat în Principia Mathematica 
forma actuală a simbolismului logico-matematic. Modifi- 
cárile care vor urma nu vor fi decit unele precizări de deta- 
liu și eventual preferințe pentru alte semne de bază în 
unele cazuri sau completări. 

Și totuşi o surpriză a mai produs logicianul polonez Jan 
Lukasiewicz. Aceasta a constat în esență în introducerea 
unui anumit mod de a scrie expresiile propoziţionale: 
1) folosirea de litere pentru operatorii propoziționali, 
2) scrierea operatorilor în fața variabilelor (NpA pq. 
KpagCpa etc.). Acest tip de limbaj influenţează într-o 
anumită măsură şi regulile de calcul. Eventuale dezvoltări 
se fac în cele două direcţii amintite. 

În Bazele logicii teoretice. D. Hilbert şi W. Ackermann 
scriu despre importanța introducerii „limbajului formule- 
lor” în logică :,,Ceea ce s-a reușit să se obțină în matematică 
"datorită Be ului formulelor trebuie să fie obținut cu 
ajutorul său şi în logica teoretică, anume: tratarea exactă 
a obiectului său” [20; 17). 

De o deosebită importanță pentru construirea limbajului 
simbolic este analiza conceptelor logice de bază ca „individ”, 
„proprietate”, clasă”, „relație”, „operație? ş.a. Această 
analiză ţine, pe de o parte, de semantica logică, pe dg altă 
parte, de filozofia logicii. 

Capacitatea de a simboliza este ceea ce, în mic, în algebra 
elementară, este capacitatea de a pune în ecuație: dacă 
ne este clar conținutul problemei atunci punerea în ecuație 
este ușoară. 


3. METODELE ALGORITMICE di 


Calcul, calculabilitate, metodă de calcul. Introducerea meto-. 
dei simbolice în logică a însemnat nu numai creşterea efi- 
cienţei în direcția preciziei şi conciziunii, cît mai ales în, 
direcția rezolvării problemelor. Pe această bază s-au dez- 


e Pata mm me Drm ei 
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voltat calcule adecvate. Încă pentru Leibniz „calculul” 
era scopul principal în reforma logicii. El chiar visa la o 
vreme cînd orice problemă va putea fi rezolvată prin 
calcul (utopie, se înțelege). 

Intuitiv vorbind calculul este un proces. discret care constă 





Noţiunea de „calcul” ne este bine cunoscută din mate- 
matică, “procesele de calcul fac parte din existența noastră 
obișnuită : calculăm. în şcoală, la servici, la piață, în gos- 
podărie. În logică ne-am întîlnit cu ideea de calcul cînd 
am efectuat „calcul matriceal”', „calcul de forme normale” 
„calcul axiomatic” (acesta are un sens mai special). Diferite 
teorii logice se numesc „,calcul” (ex. „calculul propozi- 
fiilor”, „calculul predicatelor”). Există şi alte cazuri în 
logică î în care calculăm fără a numi astfel procesul, deoarece 
legătura cu ideile noastre obişnuite despre calcul este mai 
puțin evidentă. Rezolvarea. prin calcul a problemelor este 
oarecum „perfectă”; de aci înțelegem dorința lui Leibniz 
şi chiar tendința noastră obișnuită de a rezolva problema 
după modelul „calculatoriu”. Vorbim astfel de „calcule 
politice”, „calcule de interes” ş.a. Este firesc ca odată ce 
am stabilit cel mai sigur mod de a proceda să încercăm 
a ne orienta după acest mod şi să gradăm celelalte acţiuni 
în raport cu modul optim de comportament. Știm astăzi 
că acest mod rămîne un deziderat în anumite sfere, dar 
oricum tendința noastră de „optimizare” a activității, 
apropiere de cea mai sigură procedură rămîne firească, 
aceasta pentru că nu știm dinainte unde e posibil şi unde 
nu o astfel de procedură. 

Un proces calculatoriu se desfășoară în conformitate cu 
o procedură de calcul, mel 
form cu un ansamblu e prescripti (de reguli), conform 
cu un. „instructaj. “Definită în sens strict metoda de calcul 
se va numi și “algoritm”, La rîndul său noțiunea de ,pro- 
blemă”” primeşte o nouă precizare în raport cu noțiunea 
de Procedeu de vezolvare. Observăm deci legătura între 
noțiunile a 





prin calcularea unei forme normale conjunctive, de d 
pentru formula 2— (q = r). Problema care se pune este 
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de a-i găsi forma normală conjunctivă. În acest scop dis- 
punem de a) o descriere precisă a formei normale (deci 
a clasei de rezultate), b) reguli de aducere la forma nor- 
mală. Aceste reguli R constituie „algoritmul de normali- 
zare” și constau din trei clase corespunzătoare celor trei 
condiții pe care trebuie să le îndeplinească o formă normală : 

i R; (reguli de eliminare a operatorilor nebooleeni), R, (reguli 
“de coborîre a negației numai pe variabile), R, (reguli de 
Formare a conjuncției normale). 

Procesul de normalizare poate fi ușor programat. 

(1) Dacă uu e îndeplinită condiția primă aplică regulile 
R,! Eliminăm —, = prin regulile corespunzătoare și 
obținem : 

P v (vr) & F vg) 

2) Dacă nu e îndeplinită condiția a doua aplică regulile 
R,! Eliminăm dubla negație: 

$v (avr) & Pvg) 

(3) Dacă nu e îndeplinită condiția a treia aplică regulile 
Ra! Prin distributivitate obținem rezultatul dorit: 
(vg vr) &(vřvą) 

Problema de mai sus este de tipul „care” (în matematică 
spunem adesea „cît'') „care este f.n.c. a formulei date?” 
(„cît fac 2 x 3?”). Există şi un alt tip de probleme (aşa 
după cum a arătat Kleene) anume acelea care pun între- 
bări asupra proprietăților anumitor date, ex. „cum este 
propoziția X?” sau „entitatea Y are proprietatea P?”. 
„Este propoziția «12 x 5 = 60» adevărată?”. Răspunsul 
la această întrebare se poate da prin „da” sau „,nu” ori 
prin aserțiunea care atribuie sau respinge respectiva pro- 
prietate : „propoziția «12 x 5 = 60» este adevărată”. În 
cazul în care avem mai mult de două răspunsuri posibile 
dihotomia „da sau nu” devine insuficientă. (Ex. „Este X 
student, asistent sau muncitor la uzină ?”.) 

Între primul tip de problemă („care?”) şi al doilea tip 
(cum ?”) există fără îndoială o legătură și ele, deşi 
deosebite, nu sînt totuși atît de îndepărtate cum ar putea 
să apară la prima vedere. În definitiv a doua problemă 
poate fi uşor transformată în problemă de primul tip: 
care este valoarea logică a propoziției „,12 x 5 =60”? 
O deoşebire esenţială se poate face între probleme pornind 
de la metodele de rezolvare. Este o problemă rezolvăbilă 
prin cutare metodă sau nu? Este o problemă „rezolva bilă 


— 
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algoritmic?” Știm, de exemplu, că o ecuație de gradul II 
este astfel rezolvabilă (este „calculabilă”) în timp ce pro- 
blema: „va învinge jucătorul X sau jucătorul Y la partida 
de şah de azi?” poate să nu fie astfel rezolvabilă. 

Q. problemă presupune anumite „date? și anumite „,„ne- 
cunoscute”. A găsi „necunoscutele” _pe_baza_ „„datelor” 

înseamnă „a rezolva problema”. 

O chestiune deosebit de importantă este apoi aceea a „COre- 
laţiei”” dintre datele problemei şi răspunsul căutat: sînt 
datele suficiente pentru a putea da răspuns la problemă? 
Sigur, ne putem întreba și invers: pentru un anumit tip 
de răspuns este necesar „datul! cutare? (Se poate rezolva 
problema și fără datele cutare și cutare, sînt acestea redun- 
dante ?) 

Dacă datele sînt „incomplete” atunci probabil că nu ne 
putem aai epta ` la o E ic „exactă” (sau la o soluție) a 





de calcul. Se i deci că datele problemei sînt 
suficiente („„complete”). Există și alte „proprietăți, pe care 
trebuie să le satisfacă „Sistemul, de date” : necontradicția 
(compatibilitatea) datelor și eventuai independența datelor 
(ceea ce corespunde cu „caracterul lor necesar” sau „nòn- 
redundant”). Se vede că ne-am îngăduit să transferăm aci 
unele proprietăți ale sistemelor _axiomatice. După toate 
probabilitățile din „date contradictorii” s-ar obţine soluții 
la întîmplare, iar datele „,necesare” (independente) ne-ar 
putea ajuta să dăm un răspuns negativ la unele probleme 
„healgoritinizabile”. (Ex. „dacă X nu cunoaște mutările 
de tipul cutare el va fi bătut la șah de Y”.) 

Se mai observă apoi că există probleme care sînt „tempo- 
rale” şi altele „atemporăle”. În cazul primelor rezultatul 
nu reproduce ceva existent ci „,prevede” ceea ce se va 
produce. 

În matematică noțiunea de „rezolvare” este legată cel mai 
în formă „,funcțională”. În cazul acesta terminologia de 
mai sus suferă modificări adecvate. Astfel, a rezolva pro- 
blema în acest caz revine la „a găsi valoarea funcției”. 
Ex. În loc să punem întrebarea „12 x 5 = ?”' vom scrie 
„12 x 5= x” şi vom căuta care este valoarea pentru care 
functia (propozițională) „12 x 5 = x” este adevărată. 
Funcţia se va numi „,calculabilă”” dacă avem o metodă de 
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calcul prin care să găsim respectiva valoare (în supoziţia 
că există o astfel de valoare). Deoarece 6 enormă masă 
de probleme şi clase de probleme pot fi rezolvate calcula- 
toriu (prin „algoritmi”) înțelegem de aci interesul pentru 
dezvoltarea acestui capitol al teoriei rezolvării, anume 
teoria. metodelor de calcul. 

Se înțelege că logica î nu poate fi indiferentă studiului meto- 
delor de rezolvare, în speță metodelor de calcul și aceasta 
în două sensuri: 1) ca obiect de studiu, 2) ca mijloace. 
pentru rezolvarea problemelor specifice ei. Teoria algorit- 
milor, teoria funcțiilor recursive, teoria mașinilor de calcul 
ş.a. concură sub diferite aspecte la studierea noțiunii de 
„calcul”. 

Vom conveni în continuare să înțelegem prin „metodă de 
calcul’: același lucru ca şi prin „algoritm”. i 
Intuitiv vorbind, un algoriim este un ansamblu finit de 
reguli care aplicate asupra unor date he duc după un 
număr finit de operaţii (efectuate conform cu regulile) 
la un rezultat care constituie soluția problemei puse. 
Noțiunea de algoritm mai poate fi precizată indicîndu-se 
proprietățile generale ale algoritmului : 

1) caracterul discret: procesul de calcul se descompune 
într-un şir de operații distincte; 

2) caracterul determinat: rezultatele obținute în fiecare 
moment al acțiunii algoritmului sînt univoc determinate 
în raport cu datele anterioare ; 

3) caracterul formal : în aplicarea algoritmului este esenţială 
numai corelația formală dintre date şi nu „conținutul” lor ; 
4) caracterul de masă: datele inițiale constituie o sub- 
mulțime a unei mulțimi potenţial infinite, numărul de 
probleme rezolvabile fiind potențial infinit ; 

5) caracterul finit: numărul de „operații? elementare (de 
„paşi””) care duc la soluție este finit ; 

6) caracterul definit: datele, natura rezultatului şi for- 
mularea regulilor 'sîiit precise. 

7) caracterul mecanic : fiecare pas în calcul este sugerat 
imediat de datele asupra cărora acționăm şi acțiunea 
constă numai din operații de tip mecanic (scriere, eventual, 
ştergere de simboluri). 

Vom spune că o problemă este algoritmic rezolvabilă dacă 
şi numai dacă există un algoritm care să ne permită rezol- 
varea ei. 
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Greutatea cercetării cade în acest caz pe existența algorit- 
mului, nu pe rezolvarea efectivă. Invers, dacă am rezolvat 
„algoritmic” o serie de probleme concrete rămîne încă de 
formulat procesul de rezolvare în genere. 

Se observă că ideea de „rezolvare efectivă a unor probleme 
concrete? nu este necesară pentru definirea algoritmului 
în genere. Într-adevăr este posibil ca numărul de „paşi” 
pe care-i avem de parcurs, deși finit, să fie atît de mare 
încît practic să fie imposibilă aplicarea algoritmului la un 
moment dat. În cazul algoritmilor nu „rezolvarea efectivă 
concretă” contează ci „rezolvarea potențială” (abstracție 
făcînd de limitele noastre fizice). Dealtfel, introducerea 
mașinilor de calcul măresc enorm posibilitățile noastre 
de rezolvare practică. Pentru maşinile de calcul algoritmii 
sînt aplicaţi prin intermediul operaţiilor de „programare”. 
În principiu orice problemă rezolvabilă algoritmic este 
programabilă la o maşină. Am discutat deja despre legătura 
dintre funcţii şi algoritmi. Această legătură este esențială. 


Pe baza acestei legături constituim aşa-numita „clasă a 
funcțiilor calculabile”. Problema dacă o clasă de funcții 
este calculabilă sau nu este fundamentală pentru acea clasă 
de funcții. În logică o astfel de problemă se mai numește 
şi „problema deciziei”. Datorită faptului că funcţiile logice 
pot fi puse în anumite corelaţii univoce cu funcții aritmetice, 
se poate spune că se produce o anumită unificare a func- 
țiilor calculabile ca „funcții aritmetice” luate într-un sens 
generalizat. Se știe că clasa funcțiilor de adevăr este cal- 
culabilă în timp ce clasa funcţiilor propoziționale nu este 
astfel. Acestea sînt însă probleme pe care le vom trata 
separat. Legătura între „,probleme”, „funcții aritmetice” 
și „funcții logice” este esențială pentru formularea meto- 
delor de calcul în logică [v. 25; 236]. 

Revenind acum la calculul logic și matematic se observă 
că regulile de calcul sînt fundamentate (sau pot fi funda- 
mentate) logic în cadrul metateoriei. Astfel regulile de 
calcul matriceal sînt formulate imediat pe baza definiţiilor 
(matriceale) sau fundamentate pe baza acestor definiții. 
Este interesant de urmărit „decizia” cu ajutorul formelor 
normale. Procesul constă aci din două etape: a) algoritmul 
de aducere la forma normală, b) algoritmul de recunoaştere 
a valorii expresiei după proprietăți ale formei normale 





(„criteriile de decizie în forma normală”). În fine în ce 


. . . EA 
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priveşte modul de prezentare a algoritmilor nu este absolut 
necesar să ia o formă literală sau verbală, putem îmbina 
aceste forme cu forme grafice (v. diagramele lui Euler, 
Venn ş.a.). 

Există în logică. şi o altă noțiune de calcul anume „calculul 
axiomatic”. Acesta este calcul în sensul că pe baza datelor 
(axiomele) trebuie să decidem dacă o formulă este. sau nu 
teoremă. Demonstrarea unei teoreme nu are însă nici pe 
departe caracterul mecanic pe care îl presupune un algo- 
ritm. Fiind dată propoziția trebuie să aflăm dacă ea are 
sau nu premise în cadrul sistemului. Or, se poate ca demon- 
strația să fie foarte lungă și complicată. În genere, ea nu 
ne este sugerată imediat. Adesea trebuie să trecem în 
revistă un număr destul de mare de propoziții pentru a 
putea găsi premisele (în caz că ele există). O prescurtare 
a procesului. se poate obține pe baza „intuiţiei”. Wang Hao 
a încercat să „,mașinizeze”” demonstrațiile formulelor logice. 
Cercetările lui au dat unele speranțe dar este prematur 
să formulăm aprecieri generale. Paragraful următor ne va 
releva alte virtuți ale metodei axiomatice. 


4. METODA AXIOMATICĂ 


În linii generale se poate spune că metoda axiomatică a 
apărut pentru prima dată în Organdnul lui Aristotel. Se 
ştie că Aristotel organizînd logic silogistica a avut în vedere 
existența unor „principii î „reguli ȘI „silogisme perfecte” 

(fig. I), pe baza cărora putem selecționa toate modurile 
silogismului. Un pas înainte în aplicarea metodei axioma- 
tice îl face Euclid în Elementele. Se poate spune că pînă în 
sec. XIX această carte a rämas model de construcție axio- 
matică. În direcția acestei metode au acționat de asemenea 
Descartes, Pascal şi Leibniz („metoda deductivă”). Hotări- 
toare au fost construcțiile Îui Peano (în aritmetică), Hilbert 
(geometrie), Frege și_ “Russell (logică). Astăzi știm că gîn- 
direa logico-matematică acționează la trei nivele esențial 
deosebite: a) conceptual, b) semiotic, c) formalizat. Gîn- 
direa conceptuală se desfășoară în termeni de „abstracţii” 

(concepte, noţiuni, judecăți), gîndirea semiotică (lingvis- 
tică) are în vedere „,semne” (simboluri, cuvinte), expresii 
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(propoziții, termeni), iar cea formalizată (în sens strict) 
operează cu „obiecte formale”, „formule”' etc. Ca urmare, 
metoda axiomatică poate. fi asociată cu unul sau altul din 
axiomatizate”, „limbaje . axiomatizate” şi „sisteme formale 
axiomatizate”. Ar trebui să descriem deci metoda axio- 
mafică independent de aceste trei nivele, lucru destul de 
dificil şi probabil din această cauză nepracticat. Vom lua 
ca punct de reper sistemul semiotic. 

Metoda axiomatică constă din: 

a) postularea de semne prime (în planurile conceptual și 
formal, respectiv concepte prime, obiecte formale prime), 
b) postularea de reguli de formare a expresiilor din sem- 
nele prime, 

c) postularea de propoziţii prime numite „,axiome”, 
d) postularea de reguli de derivare a unor noi propoziţii 

(„teoreme”) din axiome. 

Rezultatul aplicării metodei indicate este un sistem de 
ropoziții (axiome şi teoreme) numit „sistem axiomatic” 

A cele de mai sus am expus „principiile de construcție” 
ale sistemelor axiomatice, o a doua clasă de principii o 
constituie „criteriile de acceptare” a sistemelor axiomatice, 
este o problemnă pragmatică în sensul foarte general, mai 
precis, o problemă de eficiență. Trebuie deci să distingem : 
a) metoda de c6iistiruicție â sistemelor axiomatice (descrisă 
mai sus), b) sistemul axiomatic, c) sistemul axiomatic ca 
metodă de rezolvare a anumitor probleme (deci, destinat 
unei anumite eficiențe). 

Nucleul constituirii sistemului axiomatic constă din deri- 
Varea teoremelor din axiome (ceea ce este în esență un 
„proces | logic”). 7 TT 

În continuare ne vom limita la a aminti unele criterii de 
acceptare a sistemelor axiomatice. În funcție de necesități 
pretențiile pot să fie maximale sau minimale. 

Un sistem axiomatic este acceptat dacă satisface cel puțin 
proprietatea de. consistență. Dacă sistemul ar fi contra- 
dictoriu, din contradicție se pot deduce atît judecăți ade- 
vărate cît și judecăți false și prin urmare menirea (prima 
şi cea mai importantă menire a) sistemului de a deosebi 
„propozițiile adevărate” _de, „propoziţiile false” n-ar fi 
atinsă. Aceasta este cu atît mai important cu cît există 
cazuri în care nu ne putem bizui pe „algoritmi mecanici”, 
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ex. în logica predicatelor problema deciziei nu este rezol- 
vabilă algoritmic. 

Completitudinea asociată consistenței (necontradicţiei) mă- 
reşte capacitatea de decizie "ptiă la limitele maxime ale 
teoriei — totalitatea propoziţiilor (formulelor) adevărate. 
Sistemul este în acest fel decsdabil deoarece pentru fiecare 
propoziție (sau fornuală propozițională) p putem decide dacă 
ea este teoremă sau negația ei. 

Deosebirea dintre completitudinea sistemului şi decidabi- 
litate constă în faptul că prima impune condiţii ca pentru 
orice p să fie demonstrat p sau să fie demonstrat non-p. 
Această condiție poate fi satisfăcută și în cazul unui sistem 
contradictoriu. Fie P mulțimea propoziţiilor și T mulțimea 
teoremelor: dacă P = T sistemul este complet dar el 
nu este consistent și nici decidabil. 

Independenţa sistemului măreşte eficiența în alte direcții : 

a) minimizarea grupului de axiome, b) deschiderea posi- 
bilității de a construi alte sisteme pornind de la sistemul dat. 


Fie S = (A, ... Áa}. Dacă fiecare axiomă A, este inde- 
pendentă de celelalte noi putem efectua următoarele ope- 
rații : 


a) înlocuind o axiomă A, (ls k< n) cu A, A, indepen- 
dentă în raport cu S, obținem un nou sistem; 

b) anexînd o axiomă A,., independentă obținem un nou 
sistem ; 

c) renunțînd la o axiomă din S, fie A„, obținem un nou 
sistem. 

Fie noul sistem S’. Dacă avem cazul a) atunci Sz SS, 
dacă avem cazul b) atunci SC S' (şi S # S’), iar dacă avem 
cazul c) atunci S'C S (S'z S). Anumite raporturi obținem 
ŞI în ce priveşte „domeniul” (sistemul de obiecte al) teoriei, 
respectiv se va obține un domeniu deosebit, un dome- 
niu mai special (căci axioma A, aduce propoziţii care 
sînt valabile pe un subdomeniu al lui S sau un domeniu 
mai general. 

Ideile de mai sus pot fi urmărite, de exemplu, în raport 
cu geometria (euclidiană şi neeuclidiană) sau în legătură 
cu sistemul logicii predicatelor [v. 20]. 

În raport cu una şi aceeași teorie putem construi mai 
multe sisteme axiomatice, diferența dintre ele fiind de 
simplitate, eleganță sau comoditate. 
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5. METODA FORMALIZĂRII 


În sensul vechi, precizat de Kant, „„formal” însemna ceea 


formă era totuşi E conținut deşi arte ora Or, ta 
operaţiile aritmetice (chiar cu cifre |) arată că ele pot fi 
înfăptuite fără a lua în seamă semnificația cifrelor, prin 
simplă manipulare a configuraţiilor cifrice. 

Şi mai evidentă este această procedură în algebră unde nu 
avem de-a face cu u semnificații constante. Introducerea 





simbolismului și calculului în logică a dat posibilitatea 
utilizării şi în ¿ acest domeniu a operaţiilor pur formale (cu 


configurații). Se produce o „eliminate totală” a abstracției 
şi se operează cu suportul „,fizic” al limbajului după reguli 
aplicate mecanic. Aceasta se bazează pe relaţii foarte 
strînse (de corespondență) între forma configurațiilor şi a 
mulțimilor de configurații, pe de o parte, și sistemul abstrac- 
țiilor, pe de altă parte, astfel încît rezultatele obținute pe 
o cale pot fi imediat „traduse” în termenii celeilalte. 
Esenţialul constă în a avea un sistem finit de configurații 
(desene) şi un ansamblu precis de reguli de operare cu ele. 
Configuraţiile vor fi numite şi „obiecte formale”. 

Fie configurățiile de formă geometrică : 

A LI, O, A 

Vom da reguli de formare a „combinaţiilor” de configurații : 

















(1) Dacă A este o configurație geometrică atunci A este 
configurația (ex. L, A, O). 

(2) Dacă A şi B sînt configurații atunci își A B sînt 
configurații lex. zi AO, S (Ao)â)) 

Dacă nu ne înger calzi toate configurațiile atunci dăm 
reguli de selecționare (de „transformare” şi de „separare””). 
Procesul de formalizare nu se petrece întîmplător (cum se 
afirmă uneori), formalizarea are loc pe baza unui limbaj 


precis formulat sau, în genere, standardizat. Pentru a 


îndepărta asocierea configuraţiilor cu conținutul (semantic) 
este de preferat (cel puțin în vederea asimilării ideii de 
formalizare) ca semnele să fie înlocuite cu configurații 


neobişnuite, În cazul de mai sus noi am avut ñi minte 
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algebra Boole (A, —, &, yv}. Diferenţa apare în forma 


obiectelor « elementare, obiecte care diferă de simbolurile 


de bază cunoscute şi unde, de asemenea, forma combina- 


tiilor de obiecte e este diferită. 





de R axiomatic” a uneori în loc de sistem formal 
se spune „calcul? (= formalism) ca de exemplu în expri- 
mările „calculul propoziţiilor” ş.a. 

Deja Hilbert în Bazele geometriei a arătat că nu pre- 
zintă nici o importanță conținutul expresiilor „punct”, 


„dreaptă! tă”, „plan” ş.a. Acesta a fost un pas spre formali- 


zare în sens de _„€liminare totală_a _abstracției”, totuşi 














noi nu ne putem detaşa de reprezentarea conținutului 





intuitiv al respectivelor cuvinte. Simpla idee că „nu im- 
portă conținutul”, „trebuie să uităm de conținut” ș.a. 
nu sînt suficiente pentru a ne inocula ideea de formalizare. 
Fra nevoie de introducerea unui sistem special de configu- 
raţii străine de orice asociație cu conținutul. “În parte acest 
lucru a fost făcut de Peano în aritmetică. ,Aritmetizarea 
matematicii” ca și pretinsa „logicizare” a aritmeticii au dus 
la forme atît de complicate încît pe anumite portiuni pur și 
simplu legătura cu conținutul devenea imposibilă. 

Nu e vorba de „a renunța” la conținut, ci uneori este 


chiar imposibil să reconstituim „conținutul intuitiv” co- 
respunzător unei formule. 

Formalizarea devine deci un fenomen necesar și nu doar 
util. 

Ce este deci formalizarea ca metodă? Este operarea cu 
forma materială a limbajului formalizat (= sistematizat 
riguros), abstracție făcînd de conținutul acestuia. 
Avantajele sînt evidente: 

I) operaţiile fizice (mecanice) sînt mai simple decît opera- 
tiile cu expresii (deci cu „sensuri! ’), 

2) eliminăm posibilitatea oricărei ambiguități odată cu 
eliminarea abstracției, 

3) putem transfera operațiile oricărui dispozitiv fizic a- 
decvat, 

4) datorită posibilităților de interpretare diferită a obiec- 
telor formale şi formulelor rezolvăm probleme nu pentru 
un singur domeniu ci pentru un număr n de domenii, adică 
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pentru orice „teorie care poate fi asociată cu sistemul 
formal, 

5) soluția unor probleme pozitive sau negative (v. para- 
doxele) poate fi simplificată și găsită mai repede. 
Uneori un sistem formal se mai numește ,formalism” 
(a se deosebi de filozofia formalistă). 

Vom deosebi în conformitate cu cele de mai sus urmă- 
toarele etape ale evoluţiei formalizării : 

a) operarea cu limbajul constant (intuitiv) fără a-i lua în 
consideraţie conținutul (ex. se poate calcula cu semnele 
cifrice fără a ne sinchisi de faptul că ele exprimă numere, 
acest lucru se observă cînd adoptăm. sisteme de. numerație 
cu o bază diferită de zece şi în care cifrele, deşi prin regulile 
de traducere putem să determinăm la ce se referă, totuşi 
în mod imediat nu ne sugerează numerele și sîntem nevoiți 
să ne ținem strîns de regulile de combinare, înmulţire, 
adunare etc. specifice, luate strict în raport cu cifrele; 
cifrele țin loc de numere); 

b) operarea cu limbajul constant astfel că cel puţin o 


parte din cuvinte sînt deschise reinterpretării i (nu au ne- 
apărat semnificația pe care ne-o sugerează imediat), acest 
procedeu a fost adoptat de Hilbert dar el s-a aplicat şi în 
legătură cu aritmetica sau limbajul logicii; 

c) operarea cu un sistem de configurații nou căruia, cel. 
puţin provizoriu, nu-i dezvăluim raporturile cu un sistem 
nnificații cunoscute. Cazul c) constituie formalizarea 
în sens strict. 

În cazurile a), b), c) noi am clasificat formalizarea după 
modul în care ne distanțăm de semnificație, putem acum 
s-o clasificăm după metodele cu care o asociem Şi aci avem 
trei cazuri: 

d) metodele algoritmice ca metode formale ; 

e) metoda axiomatică formalizată ; ` 
f) sistemul sintactic redus la configurații şi regulile de 
formare. 

Considerînd algebra (A, —, &, y} definită prin reguli de 
formare noi avem un sistem formal în sensul f). Acest 
sistem poate primi diferite interpretări. Pe de altă parte, 
sistemul, în ultimul sens, este condiția minimă pentru a 


putea introduce algoritmii sau axiomatica. Odată ce am 


determinat prin indicarea obiectelor elementare și a regu- 
lilor de formare cu ce sistem de obiecte formale avem de 
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a face, putem introduce metodele formale de selecție (algo- 
ritmii, axiomatica). OO 
Sistemul formal poate conține, așa cum a arătat Hilbert, 
şi combinații care luate separat să nu aibă interpretare, 
esențial este ca ele să poată fi eliminate și ca rezultatele 
rezolvării unei probleme să poată să fie interpretate în 
sistemul de semnificații inițiale. 

În capitolele următoare se va vedea că un rol central îl 
joacă noțiunea de sistem formal în sensul de „sistem axio- 
matic formalizat”. 





6. METODELE MATEMATICE 


Termenul de matematică are pentru omul de rînd două 





prin matematică, în sens strict, ştiinţa care studiază rapor- 
turile cantitative și toate structurile care posedă. modele. can- 
titative. 

Vom împărți metodele matematice utilizate în logică în: 
1. Metode pur cantitative, obişnuite (destul de puţin uti- 
lizate) şi metode geometrice; 

2. Metoda teoriei mulțimilor ; 

3. Metoda „structurilor matematice” ; 

4. Metoda aritmetizării (v. şi diagonalele lui Cantor); 

5. Metoda recursivă. 


6.1. Prima clasă de metode 


Apare atunci cînd sîntem puși în situația de a calcula un 


număr de formule (ex: numărul funcțiilor de adevăr) sau 
de a lua în considerație cardinalitatea modelelor (v. teorema 
lui Löwenheim). Reprezentările geometrice şi în genere 
metodele grafice sînt deja de mult utilizate în logică. În 
general calculul numeric este sporadic utilizat. Se prea 
poate ca în viitor el să se extindă prin corelarea unor con- 
cepte logice cu concepte aritmetice (sugerînd, de ex., că 
în loc de „„universal adevărat” putem spune „100% ade- 


vărat”” ceea ce aduce un aspect nou în discuţie). 
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6.2. Metoda teoriei mulțimilor 


Cea mai larg răspîndită metodă matematică modernă 


îşi găseşte o aplicație eficientă şi în logică. Sensurile în 


care azi teoria mulțimilor se aplică în logică sînt cel puțin 
următoarele : a) aplicarea prin corelarea cu calculele logice 








(semantice, sintactice) prin metoda mulțimilor. 
De ex. oricărei funcții ọ(x) i se asociază o mulțime cyp 
definită de această funcție, orice formulă este o mulțime 
de configurații mai simple, între mulțimile de simboluri 
şi mulțimile de obiecte se stabilesc relații de corespon- 
dență etc. 


A) Simbolismul de bază este următorul : 


l. a, b,c, ... X, Y, Z, ... elemente, 

2. A, B, C, ..: mulţimi 

3. e — apartenența; ae A („a aparține lui A”) 

4. C — incluziune nestrictă; AC B (,,A este inclus în B”) 
5. = — identitatea; A = B („A este identic cu B”) 
6. — (sau notat cu C) — complementarea; Ê (sau CA) 
(non-A) l 


7. Q — intersecția; ANM B („A intersectat cu B”, „înter- 
secție de A cu B”). ; 

8. U — reuniunea; AU B („A reunit cu B”, „reuniune 
de A cu B”). 

Pentru definiții putem folosi anumite simboluri logice 
(operatori logici): +, 7, Y, d ş.a. Precizăm că o mulțime 
poate să fie definită printr-o proprietate P sau prin înre- 
gistrarea elementelor ei (dacă e posibilă): 


Def. 1. A = AxP(x) sau prin indicarea elementelor 

A = (au, Xa -.. X} or dacă enumerarea nu e completă 
în principiu : 

A Se ip aaa a e aaa) 

Def. 2. CA= A= hxxæ A (unde „a: „nu aparține”) 
Def. 3. AC B= Vx(xe A> xe B) 

De aci rezultă că: 

(A = 1xP(2))— Vz(x e axP(x)—> xe A) 
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Def. 4. A=B Vz(xe Ae xe B). 

Obs. Semnele şi <> desemnează respectiv echivalența 
logică (prin definiție sau în general) și echivalența (între 
expresii propoziționale). 

Def. 5. AN B= x(xs A &xe B) 

Def. 6. AU B= ^x(xe AV xe B) 

Exemple din logică. Fie P mulțimea formulelor din CP 
(calculul propozițiilor) şi T mulțimea teoremelor din P. 
Fie fu, Pa ... fm... formulele, atunci: 

P = {þu Po -os Po oa su) : 

P = Ax Expresie (p) (Noţiunea de „expresie” se presupune 
definită prin regulile de formare). 

Putem nota pe scurt predicatul „,expresie” astfel „Ex.” 
Următoarele propoziţii vor fi exemplificări. 

- Yp(Ex(5)= xe P) 

-«vg»e P deoarece -Ex( «p yg») 

= p—» æ P deoarece Ex («b») 

- TC P= Wp(pe T>pe P) 

(Orice teoremă este o formulă din P) 

- P=TUCT 

-TUCT= p (feTvżŻeæ T). 

Fie apoi FN — mulțimea formelor normale şi FNC, FND 
respectiv forme normale conjunctive şi disjunctive. 


È FN = FNCU FND 


Există o intersecție 7 între FNC şi FND astfel: că 
T= (FNCA FND) s 
Exemple : 

„p” e (FNCA FND) 

p&g’ e (FNCA FND) 

Tautologiile (7), contradicţiile (C) şi funcțiile realizabile 
(R) formează o reuniune astfel că: í 
- P=TUCUR 

Toate propozițiile de mai sus aparțin MLP (metalogica 


propozițiilor) expusă cu ajutorul teoriei mulțimilor. 


B) Observaţii speciale relative la noțiunile de bază. 
1) 1 Noțiunea « de „element” aşa cum am introdus-o mai 


sus coincide cu „elementul individual”. În matematica 


modernă se extinde această iară șI la elemente coihpuse : 





perechi, triplete, cvadiuple, ... -tuple. Vom nota asftel 
de elemente cu <% Xp, ..: X> (unde n> 2). Un astfel de 
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element va fi numit „n-uplu” sau „n-tuplu'”. Ordinea com- 
ponentelor este presupusă astfel că, de exemplu, 

CX, Xo É <Xo, X1? 

Un rol deosebit îl vor ocupa elementele perechi. Kuratowski 
le-a determinat ca pe mulțimi ordonate definindu-le astfel : 
Ca X> = {Xa {Xr Xah 

În logică o funcție cu n argumente este definită pe o mul- 
țime de n-tuple. Fie f (p, 22) şi mulțimea valorilor logice 
{v, f} atunci mulțimea cuplurilor pe care e definită funcția 


PP Pa) va fi: 

(<9, v>, <v, f>, <f, v>, <f, f>} 

Cuplurile sînt deci formate din elemente singulare dispuse 
într-o anumită ordine, 

Ca urmare vom obține mulțimi de „n-tuple” (ex. mulțimea 
căsătoriţilor din R.S.R. este o mulțime de cupluri). Opera- 
ţia prin care se obține o astfel de mulțime din mulțimi de 
elemente singulare se numeşte „produs direct” sau „produs 
cartezian” şi se notează cu x. 

Def. 7. A, X Aa X ... X Ap AC Xa -eo Xp? 

(x, e Atre Aa & ... & xp e 4,4) 

Dintre produsele carteziene cele mai interesante sînt mul- 
țimile de perechi (cupluri) A x B, mulţimi puteri A” = 


0o 
= A XA X ... X A, şi produsele carteziene infinite II A,. 
1 


i= 





Mulțimile exponențiate pot fi şi ele infinite: 4” 
Mulțimea alegerilor de valori pentru f(fı a) este un pro- 
dus de forma A x A, adică 4?, unde A = {v, f} 
Altfel scris: {v, f} X {v, f}. 
În cazul unei logici polivalente, de exemplu, logica lui 
Lukasiewicz, A = {0,1, 1/2}, deci pentru f(2,, 22) vom avea 
Va 1/2) i (0,1, 1/2) i 

uplul: {0,1/2} va fi element al acestui produs: 

<0, 1]2> e 40, ze x 10,1, 1/27 sau 

< 0,1/[2> e A x A sau 

<0, 1/2> e A2. 








milor). 
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Vocabularul LP este o mulțime de simboluri elementare, 
fiecare formulă din LP este o mulțime de asemenea sim- 
boluri, fiecare demonstraţie este o mulțime de formule etc. 
3) Pentru operarea cu elemente şi mulţimi vom folosi 
uneori indici, de aci „elemente indiciaţe” e; sau mulțimi 
indiciate. M, unde seT (T fiind finit sau infinit ȘI repre- 
zentînd mulțimea indicilor). 

4) Pe baza operaţiilor deja indicate putem introduce alte 
operaţii prin definiție (ex. diferența, reziduația ş.a.). A 
se vedea în acest sens lucrarea noastră Logica simbolică. 
5) Unor mulțimi formate prin anumite operaţii li se pot 
în continuare aplica operaţiile cunoscute. 

Exemple, dacă AMQ B, AUB sînt mulţimi atunci 
(AN B)N (4U B), (AN B) x (AU B), (AN B)U (AUB), 
AN B, AU B vor fi de asemenea mulțimi. d 
6) Precizări importante se pot face în legătură cu opera- 
tiile de bază 

{— N U E 

Fiind dată o mulțime A complementara ei A poate fi 
înțeleasă în două feluri: a) complementara lui A într-o 
mulțime U sau b) complementara lui A fără vreo limitare. 
Prima este „complementara în sens relativ” a doua „în 
sens absolut”. 


Dacă avem ca mai sus mulțimea teoremelor din ZP, adică 
Tip atunci complementara Tıp va cuprinde numai for- 
.mulele din LP care nu intră în T, dacă însă T va fi înțeles 
în sens absolut Yx(xe T— xe 7) atunci în T va intra 
tot ce ar putea fi „element”, adică chiar şi T astfel că 


T eT. Astfel de formaţiuni ascund în ele pericolul para- 
doxelor. Vom prefera deci să considerăm că A este com- 
plementara lui A în U. 

Operaţiile N, U au fost limitate la doi membri, în realitate 
noi putem concepe intersecții şi reuniuni cu un număr 


oarecare de membri n (n = 0, 1, ..., k) sau chiar infinite. 
Vom scrie: 


A A; = AN 4AN ...Q A şi resp. 
(Y SANAN --- N AN + 
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A; = AU AsU UA, şi resp. 


=4U4:U...-U4U... 


i=1 

Mulțimilor astfel obținute le putem aplica operațiile ini- 
tiale : 

co co n 00 nw na 


i=1 i=l i=l i=1 i=1 îi=1 
Pe de altă parte operațiile N, U pot fi de asemenea limi- 
tate la anumite mulțimi, ceea ce se va scrie 
N/U şi resp. U/U (ex. „intersecția în mulțimea numerelor”). 
Legile operațiilor {—, N, U} sînt aceleași ca și ale opera- 
țiilor corespunzătoare din logică {— , &, y}. 





7) O serie de observaţii se impun în raport cu relațiile 
e, C, =. Relația e este ireflexivă (este totdeauna fals 


că „ded”), asimetrică (este totdeauna fals că „dacă 
ae b atunci bea”), este anti-tranzitivă (nu este tot- 
deauna fals că „dacă aeb şi bec atunci dec”). 

De aci decurge că mulțimea și elementele sale pot fi 


uneori elemente ale unei a treia mulțimi. Relația C 
poate fi nestrictă adică ea satisface condiția 

dacă AC B atunci A = B sau As B („sau — neex- 
clusiv) ori poate fi strictă, adică satisface condiția : 

dacă AC B atunci Ax B. 

Incluziunea strictă este ireflexivă (nu există A, AC A), 
asimetrică (nu există A şi B astfel că AC B şi BC 4) 
şi tranzitivă (dacă AC B şi BCC atunci AC C). 
Incluziunea nestrictă este reflexivă (AC A), anti-simetrică 
(dacă AC B şi BCA atunci A = B) şi tranzitivă. 

În cele de mai sus am presupus că cititorul cunoaște pro- 
prietăţile relaţiilor. Ele pot fi rezumate în următorul tabel 
pornind de la proprietăţile pozitive notate prescurtat, 
resp. cu Ref. Sym, Trans. 





1 2 3 4 

Ref Ne-Ref Anti-Ref Ivef 
Sym Ne-Sym Anti-Sym Asym 
Trans Ne-Trans Anti-Trans Intrans. 


Presupunînd că cititorul cunoaște grupa 1, grupa 2 se for- 
mează prin simplă negație a proprietăților din grupa 1l, 
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grupa 3 prin „negația parțială” a proprietăților din grupa 1 
(adică proprietățile au loc pentru unele cazuri, dar nu 
pentru toate) și grupa 4 printr-o negare totală a proprietă- 
ților din grupa 1 (nu există cazuri pentru care să aibă loc). 
Relaţia = are proprietăţile relației de echivalență: Ref (=) 
şi Sym (=) şi Trans (=). 





C) Feluri _de_ multimi în raport cu numărul de elemente. 
Vom considera următoarele feluri de mulțimi: 
— mulțimea vidă (Ø), 

— mulțimea, singulară (a) 

— mulțimi finite (au, ... ay} 

— mulțimi. infinite {4}, ... dp...) 


— mulțimi totale (U) 


Def. 8.0 mpane vidă poate fi definită prin condiția că 
pentru orice Gi 


săi prin cofidiția : 

pentru orice x, x# x 

sau prin condiția 

Ø= Uu 

(ceea ce presupune o relativizare a termenului). 

Def. 9. A este mulțime singulară dacă există x astfel că 
xe A şi wW (ye 4—y = x) 

Se poate defini și astfel: o mulțime A este singulară dacă 
ea nu are ca submulțimi decît mulțimea Ø şi mulțimea 
A însăşi. 

Def. 10. O definiție clasică a mulțimii finite se dă prin. 
intermediul numerelor naturale însă aceasta este într-un 
anumit sens nepredicativă (cuprinde un fel de „,cerc”). 
Dedekind (şi chiar într-o formă mai puțin precisă Bolzano) 
a definit mulțimea finită în mod „negativ : o mulțime 
este finită dacă ea nu poate fi pusă în corespondență biuni- 
vocă cu o parte strictă a ei. (Termenii de „biunivocitate” 
şi de „parte strictă” vor fi explicați mai jos.) 

Tarski a dat altă definiție: o mulțime A este finită dacă 
orice mulțime nevidă de submulțimi ale lui A posedă cel 
piițiri un element minimal relativ la relația de ordine (C). 
(Noţiunea de ,„,minimal” va fi introdusă mai jos). 

Def. 11. O mulţime este infinită (în sens Dedekind) dacă 
ea poate fi pusă în corespondență biunivocă cu o parte 
strictă a ei. Prin negație se poate obține o definiție pornind 
de la mulțimea finită în sensul lui Tarski. 
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Def. 12. O mulțime U este o mulțime totală (univers) 
dacă ea nu mai este submulțime a vreunei mulțimi. Mulți- 
mea univers (= clasă = totală) a fost definită uneori prin 
condiţia : 

pentru orice. 4, AC A. 





vers o a de entități de un anumit tip dincolo de 
care nu mai putem urca prin gene lizarea „Yreunei pro- 
prietăți. Astfel avem „universul indivizilor”, „universul 
proprietăților de indivizi”, „universul numerelor” ş.a. 
Uneori putem înţelege prin univers o mulțime U în care 
considerăm alte mulțimi şi pe care n-o mai raportăm ca 
submulțime la alte mulțimi (chiar dacă acest lucru este 
posibil). În acest caz vom alege un „univers prin conven- 
pe”. 








Exemple din logică. Expresia „cea mai lungă formulă pro- 
poziționalăķ? desemnează mulțimea vidă; se utilizează 
„conjuncții vide”, „disjuncţii vide” ş.a. Astfel se presupune 
că adevărul desemnează o conjuncție vidă, falsul desem- 
nează o disjuncție vidă. Expresiile contradictorii desem- 


nează toate mulțimea vidă (ex. „$ - $”, „pep. Forma 
normală conjunctivă perfectă pentru tautologii este vidă, 
iar f.n.d.p. pentru contradicții este vidă. 

Mulțimea operatorilor propoziționali unari este singulară 
(există un singur astfel de operator -- negația). Mulțimea 
axiomelor calculului propozițiilor din Pr. Math. este finită, 
dar mulțimea axiomelor generate de o schemă de axiome 
este infinită. Mulțimea simbolurilor de bază este finită, 
iar mulțimea expresiilor este infinită. În logică se utili- 
zează universul indivizilor, universul proprietăților, univer- 
sul mulțimilor de indivizi, universul valorilor logice ş.a. 


D) Multimi şi submulțimi 

Def. 13. Dacă AC B atunci A se va numi „submulțime 

sau „parte” a lui B. Dacă incluziunea este nestrictă atunci 
vor fi părți: a) mulțimea vidă (Ø), b) orice mulțime de 
n elemente formată din elemente ale lui A şi c) însăşi A. 
Submulțimile a) şi c) se vor numi „părți improprii” (ne- 
stricte), iar submulțimile b) se vor numi „părți proprii 

(stricte). 
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Def. 14. Mulțimea potențială a unei mulțimi M —'sim- 

bolic P(M) se va numi mulțimea tuturor submulțimilor 

(părților) în sens nestrict ale lui M. 

i V = {v,f} mulțime de valori logice, atunci definim : 

(V) = 18, 0} f} o fH 

DF 15. Dacă A este o mulțime și A&U 4,U...U4, 

este o reuniune care conţine toate elementele lui A, adică 

Va (xs Axe (A4,U A2U - -U A,)) vom spune că reu- 

niunea este o „acoperire” a Jui 

Def. 16. Două mulțimi A, B sînt disjuncte dacă şi numai 

dacă AN B = Ø. Dacă o acoperire satisface condiția că 

oricare două mulțimi ale reuniunii sînt disjuncte, atunci 

ea este „diviziune” (sau „,partiție”) a mulțimii A; 

Dacă definim în sens slab „,realizabilitatea” unei funcții 

D adevărată cel puțin în unele cazuri) atunci mulțimea 
= {T, C, R} deja anunțată are ca acoperire reuniunea 

TUCUR, căci F = TU CUR. 

Dacă definim în sens tare „realizabilitatea” (= adevărat 

în și numai în unele cazuri) atunci TU CU R va fi nu 

numai o acoperire, ci şi o partiție, căci: 

TO C =Ø TN R= Ø, CNR = Ø. În cazul definiției slabe 

însă TAQ C = Ø, dar TA RÆ a 

Def. 17. Dacă A CB (şi A Æ B) atunci trecerea de la A 

la B se va numi extindere a mulțimii A, iar trecerea de 

la B la A se va numi restrîngere a mulțimii B. 

Astfel trecerea de la mulțimea formulelor definite recursiv 

în logica propozițiilor la mulțimea formulelor definite 

recursiv în logica predicatelor va fi o extindere, iar trecerea : 

inversă va fi o restrîngere. 

Def. 18. Două mulțimi A, B sînt echivalente (= echi- 

potente = echipolente = egale) dacă şi numai dacă între 

ele se poate stabili o corespondență biunivocă (= fiecărui 

element din A îi corespunde un și numai un element din 

B şi reciproc). 

Def. 19. Totalitatea mulțimilor care se află în relație de 

echivalență formează o clasă de echivalenţe. 

Def. 20. Se numeşte număr cardinal (sau „,putere” a unei 

mulțimi A clasa tuturor mulțimilor echivalente cu A. 

iei este o mulțime vom nota numărul ei cardinal 

cu 

Pornind de la această bază se poate introduce șirul nume- 

relor naturale după cum urmează: 
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a) Numim zero clasa tuturor mulțimilor echivalente cu 
mulțimea vidă (Ø) SER 
b) Numim unu clasa tuturor mulțimilor echivalente cu {Ø} 
c) Numiin goi clasa tuturor mulțimilor echivalente cu 
19, 49) s.a.m.d. 
Fie A~ B expresie pentru două mulțimi echivalente și E 
clasa de echivalente, atunci: 
Zero = AM(M~ Ø) 
Unu = AM(M~ (9)) 
Deoarece P(Ø) = {Ø} rezultă că P(Ø) = E, P(P(Ø)) = 
= (0, P(9)) implică P(P(Ø) = E, etc. 
(Aci E, = Unu, E; = Doi etc.): Mulțimea vidă nu este 
mulțime potențială pentru vreo altă mulțime. Toate aceste 
probleme vor fi foarte importante pentru studiul filozofiei 
logicii și matematicii. Există teoreme interesante care fac 
legătura între mulțimi şi numere cardinale. Dăm două 
teoreme demonstrate de Cantor şi care vor juca un anumit 
rol în expunerea ulterioară. 
Teorema 1. A* < P(A)* 
Teorema 2. AC B— A*s B* 
Am. considerat pînă acum numai mulțimile formate -din 
elemente singulare, să revenim la mulțimile Produs 4 car- 
tezian: 
Def. 21. Graf. Se numeşte graf ġ submulțime a unui _pro- 
dus cartezian : 
GC A, X As X... X An Si 
Cel: puțin provizoriu ne interesează numai. produsele cartes 
ziene cu doi factori, adică A x B:şi deci gean 
GC AXB. 
Dacă avem A X A, atunci- GC A XA se va numi „graf 
în. sens König”. Unui graf îi putem asocia o reprezentate 
grafică (geometrică). 
Fie (a, b, c} şi (d, e) două mulțimi care formează produsul 
cartezian (a, b, c} X (d, e) 
Mulțimea-produs va avea ca elemente elementele următoarei 
mulțimi : 
(a, d), (a, e), (b, d), (b, e), (e d), (c 9). 
Submulțimea {(a, d), (a, e)} este un graf, la fel submulți- 
mile {(a, d)}, {(b, d), (b, e), (c, e)). Dacă nu se specifică 
faptul că submulțimea este luată în sens strict (propriu) 
atunci graful poate fi vid sau identic cu produsul cartezian 
respectiv. 
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În logică funcțiile de adevăr constituie submulțimi ale 


produsului cartezian (A XxX A) x A (dacă ele “sînt cu două 
argumente). Într-adevăr: 


Dr d x (o, fh} X to, J} dă mulțimea formată din: 








(00), (07), (fo), PY x : i apoi 

(((o a v), ((00), £), (A) v) (P | ) (Fo) P) P v) 
CHAA e . 
Implicația, de a a dată de submulțimea : 
tt(vo), 2), (27), A) (PP, 2) 





Notiuni legale de se ala grafului sînt u-tuple, 
în “speță cupluri, adică fiecare element este format din 
mai mulți termeni care sînt dispuşi într-o mulțime ordo- 


nată : CX see Kpds Vom vorbi astfel de „termen de rang k” 
al unui n-tuplu "Şi vom avea primul termen al doilea ter- 
men, ... al m-ălea termen. În loc de „termen” al n- tuplului 


se poate spune „proiecție” (respectiv „„proiecție de rang k”). 
Vom folosi uneori conv enții terminologice care apropie 
exprimarea de cea folosită în logică. Ținînd seama de legă- 
tura între relații și graf putem chiar să transferăm unii 
termeni din teoria relațiilor în teoria grafurilor. Astfel, 
în cazul cuplului putem numi prima proiecție a niece denti, 
iar a doua proiecție ,succedent’”’. 

Mulțimea proiecțiilor (termenilor) de același rang formează 
proiecția unui graf de acel rang, Astfel în cazul implicației 
T de rangul unu “prima” proiecție a grafului) vor fi: 
(feo), (op), (fo), UP 

iar proiecția | doua va fi (v, f}. Dacă f(p, q) este o tauto- 
logie. atunci mulțimea proiecțiilor de rang .unu va fi- ca și 
în cazul implicaţiei formată din cele patru cupluri, a doua 
proiecție va fi {v}, în timp ce la contradicții a doua pro- 
iecţie va fi {f} 

Graf. reciproc. Dacă GCA x B atunci GIC B x A se va 
numi graf reciproc cu condiția ca 

ya Vb <a, b> A X B implică <b, axe B x A. 

În legătură cu graful reciproc G- avem proprietatea de 
iavoluție : 

(G) =G. 

(A se observa că în cazul implicației graful reciproc nu 
corespunde cu implicația reciprocă.) 

E) Mulțimi şi relații. (Vom considera relaţiile binare de 
forma x Ry, de ex. x = y, x> y, x e frate cu y ş.a. Pre- 
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supunem ca deja cunoscute din logică elemente de teoria 
relațiilor. O_relaţie presupune de regulă că depinde de. 
natura entităților pe care le, corelează, că ea este într-un 





anumit fel caracteristică pentru aceste entități (de ex. 
relațiile: =, >, < au sens cu privire la entitățile care 
sînt numere). Există însă şi o relaţie foarte slabă care 
nu implică vreo dependență de natura elementelor — 
aceasta este relația de corespondență. Putem, de exemplu, 
să punem în corespondență mulțimea literelor cu mulți- 
mea studenților dintr-o grupă, mulțimea cifrelor cu mul- 
țimea formulelor ş.a. 

Indiferent care ar fi relația x Ry se poate spune că ea 
“sau este o relație de corespondență sau implică o relație 
de corespondență. Dacă ea este o relație mai tare decît 
corespondenţa noi putem face abstracţie de natura entită- 
ților puse în relație şi reținem doar faptul că ele îşi cores- 
pund într-un anumit fel (o corespondență de un fel oarecare 
fiind totdeauna posibilă). 

Pe de altă parte, relația xRy poate fi raportată într-un 
anumit fel la mulțimi — fiecare relaţie determinînd o 
clasă (mulțime) de n-tuple, de ex. de cupluri: 

1) zRy= R(x, y)= <x, y>e R 

2) R= <x, y>R(x, y) 

3) R= {<x Yp <E Ya -o <L, Y?n ee) 

4) X= ìàxR(x, y) 

5) Y= ay R(x, 3) 

Apoi X, Y sînt submulțimi ale unor mulțimi A, resp. B: 
6) XC 4, YC B. 

Aceasta deoarece A, B sînt mulțimile în care relația este 
„posibilă”, iar X, Y sînt mulțimile care ,efectiv” cores- 
pund relației. Relația „y este fiul femeii y”? are loc numai 
într-o clasă de cupluri însă ea e posibilă pe toată mulțimea 
oamenilor, pe de o parte, iar pe de altă parte, pe toată 
mulțimea femeilor. Vom distinge deci între „„mulţimea 
de posibilitate” şi „mulțimea reală”. A x B va fi mul- 
țimea de posibilitate, iar X X Y va fi mulțimea reală. 
7) XX YCAxB 

Prin urmare, X x Y este o submulțime a produsului: car- 
tezian A X B: 

8) Xx Y=G,GCAxB. 

ia relaţii î îi Ba deci un E Logic vorbind sira 
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Am arătat că orice relaţie este sau implică o relație mai 


abstractă de corespondență. 

Distincția între „mulțimea efectivă (reală)” care este 
extensiunea relației Şi „mulțimea posibilă” care este ,cîm- 
pul î în care relația”! poate determina o extensiune se reflectă 
în e matematică prin noțiunile de „tăietură 
de graf după x” (G(x)), „tăietură de graf după y” (G(y)) 
pe de o parte, iar pe de altă parte, în domeniul de definitie 
D şi codomemul relaţiei (Dc) 

9) G(x) =1y <x, y> E G 

Ori conform cu (5) (a se vedea mai sus) avem: 


10) G(x) = Y 





11) G(y) = àx <x, we G deci conf. cu (4) 

12) G(y) = X şi 

13) G(y) xX G(x) =X x Y. 

Se observă că G(x) este „totalitatea elementelor y din B 
care,se află în relație cu x e A”, analog pentru G(y). Dacă 
nu există elementele corespunzătoare tăietura va fi vidă. 
(G(x) = Ø sau G(y) = Ø) (Ca şi clasele, relațiile pot să 
fie la rîndul lor vide, adică determină o extensiune vidă), 
Orice relație determină o corespondență (I) între elemente 
din A şi elemente din B (despre natura corespondenței 
nu discutăm încă, ea poate fi n — 1, 1 — 1, 1 — n etc.). 
Corespondența I fiind indiferentă față de natura elemen- 
telor poate fi uşor extinsă de la G la A Xx B. Astfel relația 
„x este fiul femeii y’ determină o corespondență de n — 1 
(căci orice individ are o singură mamă). A = mulțimea 
indivizilor umani, B = mulțimea femeilor. Extensiunea 
relației „x este fiul femeii y” va cuprinde numai cuplurile 
care intră în asemenea relație, dacă facem abstracție de 
natura corespondenței (n — 1) atunci noi putem stabili 
arbitrar corespondența de n — 1 astfel că ea să cuprindă 
toate elementele din A şi toate elementele din B. 

În acest caz, corespondența determinată de relație se 
desprinde, se detaşează de corespondența în genere. Relația 
de corespondență poate fi atunci studiată independent de 
alte relații concepute în sensul tare al cuvîntului. 

14) YRI R>T 

(Pentru orice relație există o corespondență pe care acea 
relație o implică, inversa nu e dovedită.) 

Două probleme interesează în mod deosebit în ce priveşte 
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relațiile : proprietăţile și operaţiile cu relații. Am indicat 
deja proprietățile (Ref, Sym, Trans etc.). În funcţie de 
aceste proprietăți relaţiile pot fi clasificate în relaţii “de 
preordine (în special de echivalență), de ordine nestrictă 
(parțială) şi de ordine strictă. 

O relație R este de ordine parțială dacă satisface proprie- 
tățile Ref (R), Nesym (R) şi Trans (R), ea este de ordine 
strictă dacă satisface proprietățile Iref (R), Asym (R) 
şi Trans (R). 


sau yRx sau ambele (dacă e cazul). Altfel mulțimea este 
parțial ordonată. Dintre operațiile asupra relațiilor ,,conı- 
punerea” (produsul) relațiilor şi conversiunea relațiilor sînt 
printre cele mai interesante. 

Am stabilit mai sus următoarele raporturi : 





siuneă relației şi este submulțime a unui. produs cartezian. 
b ice relație implică o relație de corespondență. 

c) Extensiunea relației este „mulțimea efectivă” care este 
determinată de relație în calitate de intensiune (= pro- 
prietate a mulțimii). 

d) Extensiunea este submulțime a mulțimii în care relația 
este posibilă. (Această mulțime posibilă este un produs 
cartezian.) Convenim să numim această mulțime posibilă 
„universul relației”. 

e) Extensiunea relației este ca şi universul divizată în 
două („factorii produsului”) — domeniu și codomeniu. 

f) Vom numi domeniul și codomeniul în raport cu exten- 
siunea „domeniul extensional” și „,codomeniu extensional”, 
iar în raport cu universul relației vom spune „domeniul 
de definiție” şi „„codomeniu” (fără altă specificare). 

g) Reuniunea domeniului şi codomeniului va fi numită 
„cîmpul relaţiei” (respectiv „cîmpul extensional””). 

h) Dacă A, B sînt respectiv domeniu şi codomeniu (în 
sens general), X şi Y vor fi respectiv G(y) şi G(x), unde G 
este extensiunea lui R. Dată fiind legătura dintre R, G 
şi I unele proprietăți şi operaţii se transferă de la un con- 
cept la altul (ex. „relație inversă”, „graf reciproc”, „,cores- 
pondență inversă” sau „relație compusă”, „graf compus”, 
„corespondență compusă” sau „relație simetrică”, „graf 
simetric”, „corespondență simetrică” ș.a.). 
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Vom defini încă două noțiuni „imagine prin graf” şi „ima- 
gine reciprocă prin graf”. 

Def. 22. Fie GC A x B, XC A, YC B. 

G<X> se va numi imagine prin graf dacă are loc condiţia : 
ab(b e B) vbăx(xe X) <x, be G 

(În cuvinte aceasta înseamă ,mulținiea elementelor din 
B pentru care există elementul pereche în X, astfel că 
<x, b> e G”) 

G-1<Y> se va numi imagine reciprocă. (Se defineşte ana- 
log de la A la Y.) 

În mod asemănător se defineşte Tr<X> (imagine prin 
corespondență) şi T< Y> (imagine reciprocă). 

În vederea definirii operației de compunere pentru graf şi 
corespondență amintim definiția ei pentru relaţie : 

xR | Qz reprezintă compunerea relațiilor R și Q dacă există 
y astfel că xRy şi yQz. 

Noţiunea poate fi ușor extinsă la graf şi corespondență 
dacă ţinem seama de relațiile deja stabilite mai sus între 
cele trei R, G,T. 

Definim acum noțiunile de „,univocitate” și „,biunivoci- 
tate” a relaţiilor. 





tate) 
Dacă la (a) şi (b) se adaugă condiţia: 
(c) Yx Yy Yz ((xRy &zRy)— x = z) 
atunci relația va fi „,biunivocă”. 
O relație R care satisface condiția de univocitate se va 
numi „funcţională”. 
Def. 24. Funcție. Se numeşte functie o corespondență func- 
țională între două mulțimi A Și B şi se notează: 
f: 45 B (citeşte „J aplică pe A în B sau „f duce de 
la A la B”). în loc de „funcție” se utilizează adesea ter- 
menul de „,aplicație” sau chiar cel de „,transformare” 
(aceasta în caz că nu se introduc condiţii restrictive pen- 
tru acești termeni). Oricărei funcţii îi corespunde un 
graf funcțional, dar graful Functional este definit mai slab, 
oricărui ae A i se asociază cel mult un b, dar poate 
nici unul. 
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Invers, dacă se elimină condiția de non-viditate, funcția 
se poate defini ca un graf funcțional: FC A x B 
Conceptele relative la R, G, I ca şi cele relative la mul- 
țimi în genere pot fi extinse în mod corespunzător asupra 
funcției (ex. „funcție inversă”, „imagine a funcției”, „func- 
ție compusă” ş.a.). 

Fie graful unei funcții f notat cu F = X x Y (unde XC A, 
YC B). Dacă ae A atunci f(aje B. Elementul f(a) va 
fi numit „imagine a elementului a în B” iar elementul a 
se va numi „„preimagine a elementului f(a)’. Evident f(a) 
este identic cu un element b, adică b = f(a). 

La fel f(x) este imagine a lui x în Y (deci f(x)e Y), iar 
x este preimagine a lui f(x) în X. Scrierea: y = f(x) pro- 
vine din cele de mai sus. 


Două cuvinte importante : În’ y si Pe]. Începătorul este 
adesea încurcat de utilizarea acestor două cuvinte, tocmai 
de aceea este necesar să dăm unele explicații ajutătoare. 
Cuvîntul „în” arată că sînt antrenate în discuţie elemente 
dintr-o mulțime, dar nu obligatoriu toate, cuvîntul „,pe” 
arată că sînt considerate toate elementele mulțimii_respec- 
tive. (Se înțelege că „în” nu exclude „,pe” dar nici nu-l 
presupune în mod necesar.) 

În legătură cu funcţia trebuie reținute încă următoarele 
noțiuni. Presupunem din nou că avem f: A— B sau și 
mal restrîns 
fiă-Y 

În expresia y = f(x) care dă imaginea lui x în Y, f(x) 
desemnează „valoarea funcției” pentru „argumentul x”. 
În acest fel, y este identic cu valoarea funcției pentru 
argumentul x. Litera „” se va mai numi „variabilă depen- 
dentă” iar litera „,x” variabilă independentă. 

Mulțimea A (resp. X) va fi numită „domeniu de definiție 
al funcției f”, mulțimea B (resp. Y) va fi numită „„dome: 
niul de valori al funcției f?” (sau „,codomeniu'”). 
Elementele din A (resp. X) se vor numi „valori ale argu- 
mentului”, iar elementele din B (resp. Y) se vor numi 
„valori ale funcției”. 

O funcție poate fi definită în A sau pe A, ea poate fi apli- 
catie în B sau pe B. Dacă nu e definită pe A atunci ea 
poate fi definită în A, dar pe X (XC A), dacă nu e apli- 
cație pe B ea poate fi aplicație în B dar pe Y (YC B). 
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F) Tipuri de funcții. Funcţiile pot să difere d 


pot să difere după natura 
elementelor, mulţimii (ex. funcții aritmetice, funchi logice) 
şi după caracteristicile aplicaţiei sau după metoda de 
determinare a valorii funcției pentru o valoare” dâtă a 
argumentului. Le vom reuni sub definiția următoare. 
Def. 25. 
(1) O. funcţie este injectivă („f aplică pe A în B”) dacă 
la elemente diferite din A avem imagini diferite în B: 
aza of LR 
Fie X: numere naturale Pare 

Y: numere naturale Impare 

y = 2x + 1 defineşte o funcție pe X şi ia valori 
din Y 
Dacă x# x' atunci f(x) # f(x). Ex. x = 2şi x = 4 atunci 
fx) = 5 şi f(x) = 9. 
(2) O funcție este surjectivă („f aplică A pe B”) dacă și 
numai dacă orice b este imagine a cel puțin unui a, adică 
vb Ja f(a) = b 
Fie funcția „x este tatăl lui y”. Cum orice fiu y are un 
tată x, funcția este surjectivă. 
(3) Funcţia este bijectivă (sau ,„biunivocă”) dacă ea_este 
simultan injectivå_şi surjectivă. 
Mulțimile {0, 2, 4, 6, ...} şi 
j 11,3, 5,7, ...) 
pot fi puse în corespondență biunivocă prin funcția: 

= El 

dacă x = 0 atunci y=0+1=1 
dacă x = 2 atunci y=2+1=3. 
Ea este injectivă căci x# x'— f(x) f(x”) şi este surjec- 
tivă deoarece Vyăxy = f(x). 
(4) Fiind dată o funcţie f: A ~ B este posibil să existe 





Pentru funcția de mai sus y = x + l, avem ca funcție 
inversă x = — l. Ea este de asemenea o funcție bijec- 
tivă: 

dacă y = 1 atunci y = 1 — 
dacă y = 3 atunci y = 3 — 


(5) Funcții de graf König (FC A x 4). 
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(a) J: AA este o functie identică dacă ea satisface condiția : 
Ya fla) = a 

(b) f: A A este o funcție constantă dacă şi numai dacă 
ea satisface condiția : La 

Va f(a) = a, (unde a, este o valoare dată) 

(c) J: A' ~ A (unde A'C A) este o aplicație canenică dacă 
ŞI numai dacă ea este o restrîngere a funcției identice 
fi AA. 

(d) O funcție este operație dacă și numai dacă ea este de 
forma f: A" > A. orgi 

(6) O functie / este compunere de f şi g, pe scurt, h = fog 
dacă şi numai dacă 

f: AB, e: BC şi fog=h:AnC 

şi există be B astfel că b = f(a), c = g(b) 

deci Vae A există c astfel că c = g[f(a)] 

(Aceasta este o „funcție de funcții”.) 

(7) O funcţie este n-adică dacă şi numai dacă ea are z 
variabile independente n > 1. Vom nota pe scurt cu 
(ru Xa --., Xp). Domeniul ei este un produs cartezian 
astfel că graful are forma: 

FC (41 X Aa X ... XA) X B. 

Funcţiile „,calculabile” (recursive) vor fi studiate într-un 
paragraf special. 

Notăm încă faptul că o funcție este „şir’ dacă ea este 
definită pe mulțimea numerelor întregi şi pozitive (ne- 
negative). Ele pot fi finite sau infinite, depinde de mulțimea 
de definiție. Vom avea condiţia : 

a, = f(n), unde ne N (numere întregi nenegative). 











G) Functiile în logică. Fiind dată o mulțime V de valori 
logice, se va numi funcție logică a funcție de forma: 
f:M >V 

(unde M este un domeniu de entități de o natură oarecare). 
Dacă M = V sau M = V” (n = 1, 2, ... k, ...) atunci 
f: V” ~ V va fi o funcție de adevăr. 

În acest caz f' este o restrîngere a lui f. Fie V = {v, f}- 
Negația este un exemplu de funcție injectivă căci 22 £'— 
— Npa Np', ea este de asemenea surjectivă. Implicația 
nu este injectivă, dar ea este surjectivă. Aserțiunea =p 
este o funcție identică deoarece Yp |— p =, tautologiile 
şi contradicţiile sînt funcții constante căci 


T(fu Po .-- Ha) = 
60 
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Cpo Pa... Pa) =f 





f: Pra V la 

fEV”œV , 

va genera o funcţie canonică. 
dau) visa ui 





H) Elemente speciale în mulțimi. În vederea studierii struc- 
turilor matematice este important să cunoaștem unele 
elemente cu caracter special care pot să apară într-o mul- 





vede perechi cu anumite însuşiri contrarii (unul față de 
altul) dar și ultimele două sînt corelate. 

Def. 26. Fie o mulțime A ordonată de o relație de ordine 
parțială (<) 

(a) a este minimal în A < Vre A xsa—x=a 

(b) a este maximal în A< Vzxe A x>a—x=a 
Considerînd mulțimea potențială P(A) fără Ø (mulțimea 
vidă) mulțimile singulare vor fi minimale, iar mulţimea 
A este maximală. 

Fie A = {v, f}, atunci P(4) — Ø are ca elemente mini- 
male {v} şi {f}, iar pe {v, f} ca element maximal. 

Def. 27. Fie A din nou ordonată prin < (sensul acestui 
semn trebuie luat ca foarte general). 

(a) a este minim < Vxe A as x 

(b) a este maxim = Vre A a>x 

În P(A) Ø este minim, A este maxim. 

Def. 28. Fie A ordonat şi BC A. 

(a) a este minorant de B< Vbas b (şi ae A) 

(b) a este majorant de Bo Vba> b (şiae A) 

Fie R numere reale și BCR astfel că B = {0, ..., 1} 
Orice re R astfel că y< 0 este minorant de B, și orice 
re R astfel că r> 1 este majorant de B. 

Def. 29. Fie A ordonat şi BC A 

(a) dacă B este majorat de unele elemente din A astfel 


1 &@ este o prescurtare pentru „dacă şi numai dacă”. 
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că ele formează mulțimea M, şi M conține un element 
minim m atunci m este margine superioară a lui B (Sup B) 
(b) dacă B este minorat de unele elemente ale lui A astfel 
că ele formează mulțimea N, atunci dacă N conține un 
element maxim ~, n este margine inferioară a lui B (Inf B). 
Fie, de exemplu, A şi BC P(A), iar B este ordonat de C 
atunci reuniunea elementelor lui B este margine superioară 
a lui B, iar intersecția elementelor lui B este margine 
inferioară a lui B. 


Def. 30. Fie A o mulţime c cu N. U} atunci: 

a) A va fi element nul dacă = d aca au loc condi- 
țiile că pentru orice xe 4, x> A, x UA =x, x AA. 
(b) y va fi element universal dacă şi numai dacă au loc 
condițiile că pentru orice x e A 

xs y, zUv=V, Ny =x 

În logică 0 (falsul) și 7 (adevărul) joacă rol de elemente 
respectiv nul și universal în raport cu mulțimea (P, >, &, 
y} unde P = expresii logice. 

Def. 31. Fie * o operaţie (adică o aplicație de forma 
A” ~ A) 

(a) e este element neutru dacă ee A şi 

Vx (xe 4) e*x=x*e =x 

(b) z este element invers dacă že şi 

Vx (x € Ajs xi =e 


Exemple. O (zero) este element nul în {Z, +} căci 

vx (x + 0=0+x= x) 

Tot în {Z, +} fiecare element are un invers. În unele cazuri 
elementul pi e propriul său invers. Astfel în sistemul de 
logică {P, +, 0) (unde + este excluderea şi 0 este falsul) 
avem p + p = 0. În sistemul (P, = =, l} avem (p = p) = 1. 
Pe de altă parte, O şi 1 joacă rol de elemente neutre în 
respectivele mulțimi. Din cele de mai sus este necesar să 
se rețină corelaţia care există prin definiție între elementul 
neutru şi cel invers. 


I) Axiomahzarea teoriei mulțimilor. Teoria mulțimilor a 
fost âxiomatizată în diferite teluri. Printre cele mai cunos- 
cute sisteme sînt sistemul lui Zermelo şi Fraenkel (pre- 
scurtat ZF), sistemul lui Bernays (NB) şi sistemul lui 
Quine (NF). Sistemul devenit clasic în raport cu care se 
delimitează celelalte şi care cuprinde cele mai interesante 
și cele mai mult discutate axiome este sistemul elaborat 
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de Zermelo ŞI completat „de _Fraenkel. Aceste axiome 





general pentru logică (în măsura în care vine în contact 
cu noțiunea de „clasă'”) și pentru filozofia matematicii. 
Este comod să presupunem un singur tip de variabile: 
x, y, 2, ... (poziția lor de element sau mulțime se va 
determina în raport cu locul pe care-l ocupă în relația e). 


1. Axioma extensionalității. În forma sa cea mai simplă 
această axiomă spune că “că dacă două mulţim „au aceleași 
elemente atunci ele sînt identice. Relaţia de identitate (=) 
se defineşte astiel: 

a) x= y= Ww(xew=yevw) 

Axioma de extensionalitate vizează identitatea mulțimilor : 
VxVy [Yz(z = x= ze y)— x = y] 

(Indiferent care ar fi x şi y ele sînt mulțimi identice dacă 
orice element z care aparține lui x aparține şi lui y şi invers.) 
Aceasta este legată de definiția identității a două mulțimi 
(a nu se confunda cu definiția generală a identității care 
vizează orice obiect, nu neapărat mulțimi) : 

b) x=y= Vz(zex=zey) 

O definiție simplă a identității mulțimilor se dă prin inclu- 
ziune : . 

c) x =y= xCy&yC x 

Legătura lui c) cu iu a a) este uşor de stabilit. 











x ŞI Y. 

Există şi formă mai tare (axioma mulțimilor finite). 

3. Axroma separării  ( Aussonderungsaxiom). Se mai nu- 
meşte şi axioma formării submulțimilor. Pentru orice 
mulțime z există o subriuilțime y care satisface exact 
predicatul F(x) definit pe Z. Fie F(x) care nu conţine pe y: 
a) ăyvx [xey= (re z&F(x)] 

Putem cuantifica şi pe z (Fraenkel). 

b) vz3y Yx [xe y= (xez&F(x))] 

Este axioma cea mai caracteristică sistemului lui Zermelo 
(Fraenkel). 


4. Axioma muljimii potențiale. Pentru orice mulțime x 
există o inulțime y c y care confine toate submulfimile ui x. 
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5. Axioma multimii sumă Sau veuniunii. Pentru orice 
mulțime x există o mulțime y identică cu suma tuturor 
elementelor lui x. 


6. Axioma alegeri. Pentru orice mulțime x formată din 
mulțimi care se exclud două cîte două există o mulțime y 
care conţine un singur element comun cu fiecare asemenea 
mulțime. 


7. Axioma infinitului. 
dz [Ø ez & Yx (x e z> {x}e z)] 


8. Axioma fundării (Fundierungsaxiom). Orice mulțime x 
nevidă conține un astfel de membru y cu care n-are nici 
un membru comun, adică: 3xFx— Jy[Fy & Vzz e y & Fz]. 
Este numită și „axioma limitării” deoarece este destinată 
să excludă mulțimile extraordinare şi să rețină numai 
mulțimile definite conform cu 1—7. Ea cere, după cum 
arată Fraenkel, ca sistemul de axiome să fie atît de îngust 
pe cît e compatibil cu axiomele. Ea implică trei probleme : 
1) problema existenței numerelor intangibile, 2) problema 
mulțimilor extraordinare şi 3) problema ipotezei continu- 
ului. Axioma ar trebui să permită categoricitatea siste- 
mului (= toate modelele sale sînt izomorfe), cu alt cuvînt 
„monomorfismul” (Carnap). Carnap a formulat-o ca axiomă 
a modelului minimal. 
Miriamoff a atras atenția asupra mulțimilor paradoxale 
cu însușirea : 

E Sp ese... e Ses 
(= care are un şir de membri infinit descrescător al mem- 
brilor mulțimii s). Un caz special, interesant, este al mul- 
țimilor ciclice: s,, Sp, ... Su astfel că: S € Si, S3 E Sy -.., 
S1 E Sp- 
Sistemul nu este categoric (monomorf) cum credea Carnap. 


9. Axioma înlocuirii (Ersetzungsaxiom). Dacă x% este o 
mulțime înlocuind fiecare element al lui x cu o mulțime 
obținem o nouă mulțime (biunivocă cu x). Wang Hao o 
formulează astfel: ,dacă domeniul unei corespondente 
biunivoce este o mulțime, atunci codomeniul este de ase- 
menea o mulțime”. 
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6.3. Metoda structurilor 


Teoria mulțimilor ne permite să introducem diferite struc- 
turi. Structurile sînt definite ca mulțimi care satisfac 
anumite legi şi sînt date în mod axiomatic. Bourbaki 
clasifică structurile în „algebrice”” (definite relativ Îa anu- 
mite legi de compoziție), „de ordine” şi „topologice”. 


Structuri algebrice. Am văzut că operația este o aplicaţie 
de forma A" A. Vom nota în genere operațiile cu *, o. 
Rezultatul operației va fi scris o(a, az, ... Am) unde 
A, da, ... A, e A. Exemple de operații: +, X, &, V. Ope- 
rația ca aplicație va fi reprezentată astfel: 

(a,b) a+b 

(a, b) œ a&b 

(a, b) ~œ a*b 

(a,b) ~œ aob 

Se admit operații vide, unare, binare etc. Ca și în cazul 
relațiilor vor prezenta un deosebit interes respectiv opera- 
țiile binare. 

Cele mai importante proprietăți pe care pot să le aibă 
operaţiile sînt: l 

(|) a*b = b *a (comutativitatea) 

(2) (a * b) *c = a * (b= c) (asociativitatea) 

(3) a * (boc) = (a * b) o (a » c) (distributivitatea) 

(4) a * (aob) =a (absorbția) l 

(5) a*a = a (idempotența) 

Uneori operaţiile se mai numesc şi „legi de compoziție”. 
Operațiile pot fi unele iza de altele duale astfel ca (&, V), 
inverse, astfel ca (&, |). În calitate de funcții operaţiile se 
întîlnesc cu relațiile funcționale. 

Prima clasă de structuri va fi definită în raport cu opera- 
țiile — este vorba de clasa structurilor algebrice. 


Def. 1. Algebră. (= structură algebrică, algebră universală, 
algebră abstractă). Un cuplu (A, Oier} format dintr-o 
mulțime A şi o mulțime de operații O (numărul poate fi 
finit sau infinit), se va numi algebră. Exemple de structuri 


algebrice: din matematică (A, X}, {4 t} din logică 
(A, &, —), MA, &, V, —), {4, C} (ultima fiind o mulțime 
de axiome şi operația de consecință imediată). Alt exemplu 
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(A, Op} este o algebră a formulelor — A = formule, Op = 
operații de formare. 

Printre cele mai cunoscute structuri algebrice sînt: grup, 
inel, corp, ideal, filtru, latice, algebră logică. Una din cele 
mai simple, dar foarte larg utilizate — este „structura 
de grup” (ori simplu grup). 

O mulțime nevidă A se va numi grup dacă şi numai dacă 
satisface următoarele condiții : 

(1) V(a, b, c) (a * b) * c = a * (b * c) 

(2) Vaa! e(a *e = exa = a) 

(3) Vaa! a(a * ã = ã*a = e) 

Ca A de grup avem a ja 








A Uneori ideea de griip este precedată” de ideile de 

„Brupoid” (mulțime înzestrată cu o operație) şi „seimigrup” 

(mulțime înzestrată cu o operație asociativă). Semigrupul 

se mai numește și monotd. 

De asemenea o structură înrudită cu grupoizii dar mai 

largă este „categoria”. 

Un cuplu (C, o} este categorie dacă şi numai dacă satisface 

condițiile : 

(1) C este o clasă (adică o mulțime care nu mai este ele- 

ment al unei mulțimi), 

(2) o este o operație care nu este neapărat definită peste tot, 

(5) dacă există compunerea (hog)o f atunci există Ho 
o (gof) şi reciproc, 

(4) dacă există kog şi gof atunci există şi 4o (gof) 

(5) ko (gof) = (ho g)o/f (asociativitate) 

(6) vf(fe C) există două elemente neutre compozabile 

cu f, un element neutru la dreapta a(f) şi unul la stînga B(f). 

Clasa relaţiilor între mulțimile unei clase K este o catego- 

rie. Vom avea drept exemple de clase „clasa aplicaţiilor”, 

„clasa surjecțiilor” ş.a. Se observă că pentru orice relație 

R, a(R) va fi relaţia „egal cu”, la fel p(R). 


Def. 2. O altă structură importantă este inelul. O algebră 
(A, *, o} este inel dacă şi numai dacă: 

(1) fiecare din cele două operaţii (*, o) este asociativă, 
(2) axe=exa=a 

(3) axd=dxa=e 

(4) axb=bra 
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(5) (a * b) oc = (aoc) * (boc) (distributivitate la stînga). 
(6) co (a * b) = (c o a) » (c o b) (distributivitate la dreapta). 
Ca exemplu de inel avem {Z, +, X) 

Def. 3. Corpul. este o altă structură matematică (4, *, o} 
care satisface axiomele : 

(1) axe =e*a =a 


(2) ard =d*a=e 

(3) (axb)xc=asr(bxc) 

(4) asb=b*a 

(5) aol=loz=a 

(6) a™ oa = a o a™ = 

(7) (aob)oc=ao (boc) 

(8) (a * b) oc = (aoc) * (boc) 
(9) co (a xb) = (c oa) * (co b) 


Dacă are loc și 

(10) aob = boa 

atunci corpul este comutativ şi se numeşte cîmp. 
Mulțimile de numere R (reale), Q (raționale), C (com- 
plexe) formează corpuri. 

Axiomele (1)—(4) determină un grup aditiv, axiomele 
(5)— (7) determină un grup multiplicativ. 

Aplicarea acestor structuri algebre clasice în logică a fost 
descoperită de M. H. Stone care a observat că algebrele 
logice (Boole) dau naștere la inele comutative care satisfac 
condițiile : 

x= 

2x = 0 (adică x + x = 0) 

Ca exemple de grupuri în logica bivalentă M. H. Stone 
analizează (4, +} şi {4, =} (unde operația + este negația 
lui =). În primul caz elementul neutru va fi 0, în al doilea 1. 


Grupul {4, +} Grupul {4, =} 

(1) (2+9+r=z2+ (1) ($ =41)=7) =(= 
+ (+7) = (=) 

(2) 2+0 =p (2) (2 = 1) =żŻ 

(3) p+p=0 (3) (2=7)=1 

(4) b +1=4+Ė (4) (£ =—9=(9=7 


lua două exemple {4, +, &) şi (4, =, VI. 
Ele satisfac condiţiile de grup (comutativ) (1)—(4) și în 
plus condițiile de distributivitate : 


(5) 2P&(9+7) = (p &q) + (p&r) pentru (4, +, &) 


(analog se formulează distributivitatea la stînga). 
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(6) $ =(9=75-=-(0V9) = (V 7) pentru (4, =, V} 
(analog distributivitatea la stînga). 

Atît grupul logic cât şi inelul logic exemplificat sînt comu- 
tative. Corpul logic aduce unele particularități. Pentru 
(A, +, &) la condiţiile de inel se adaugă: 
P&0=0&72=0 

p&p = p (idempotență) 

Pentru {4, =, V} la condițiile de inel se adaugă : 
2V0=0vp=7 

$Vlil=1Vż2ż=l1 

$ V 2 = £ (idempotență). 

Pornind de la ideile lui M. H. Stone, Gr. C. Moisil studiază 
şi aşa-numitele inele de caracteristică în logica lui Luka- 
siewicz. 

Se va numi „caracteristică de inel’ cel mai mic întreg 
pozitiv n pentru care n -e = 0. (unde n este numărul 
de termeni ai operației cu termeni identici). Logica inițială 
a lui Lukasiewicz {0, 1, 1/2} determină în raport cu cele 
două operații {+, =} structuri algebrice. (1; p. 193). 
Presupunem că cititorul cunoaşte această logică (1 = v, 
0 = f, 1/2 = problematicul). Axiomele de grup (v. Stone) 
sînt satisfăcute. Axiomele (4) iau formele : 
b+p+2=0;p+tŻż+2ż=l. 

Apare în plus un al treilea grup cu o operație pe care con- 
venim s-o notăm cu _ şi care are ca a patra lege: 

2 L$ $= 1/2. 

Def. 4. Homomorfism. Izomorfism, Acestea sînt două relații 
importante în studiul structurilor algebrice. 

Două algebre abstracte {4, {0p=0}} şi {B, {0e0}} sînt de 
același tip dacă ®' = Ọ şi Ypey operațiile O, și 0; au același 
număr de argumente [v. 40]. De exemplu algebrele {4, &} 
şi {B, /} sînt de acelaşi tip. Într-adevăr, avem aceleaşi 
clase de indici (cîte o singură operație) și numărul de argu- 
mente este acelaşi la operații : 

(1) Numim komomorfism (algebric) aplicația unei algebre 
abstracte A asupra unei algebre abstracte B dacă: 

(a) algebrele A şi B sînt de același tip, 

(b) aplicaţia conservă operațiile, adică 

h(Oa(aa, ... a) = Oe(h(aa, -.. h(a,)) pentru orice a, . 
o. A EA. 
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Altfel spus A şi B sînt homomorfe dacă şi numai dacă fie- 
cărui element din A îi corespunde un şi numai un element 
din B, fiecărei operații din A o şi numai o operaţie din B 
cu acelaşi număr de argumente. Considerînd cele două 
algebre logice de mai sus (A, &), (B, /} se constată că ele 
sînt homiomorte. Mai întîi am stabilit deja că sînt de acelaşi 
tip. Mulțimea de elemente este aceeaşi ($, q, f, ...) astfel 
că: Ap) =, MÀ =... 
În ce priveşte operațiile, aplicația este: A(p & q) = p/q 
Conform Sih e elementelor însă 
Pa = h(p ), de unde rezultă (p&g) = A(p)ik(q). 
il pie (algebric) un homomorfism biunivoc, 
SI poate constata uşor că algebrele de mai sus (A, &) și 
(A, |} sînt şi izomorfe. 
Se introduc şi alți termeni: endomorfism (= homomorfis- 
mul lui A în A), automorfism (= endomorfismul care este 
izomorfism), monomorfismul (= homomorfismul injectiv) 
şi epimorfismul (= homomorfism surjectiv). 
Structuri de ordine. 
Def. 5. Latice. Vom trece în revistă unele informații pri- 
vind o structură cu largi aplicaţii î în logică, anume laticea. 
Termenul de „„latice” în locul căreia alții preferă termenul 
de structură (sau „rețea”) a fost introdus de „Garrett. Birk- 
hoff (Latice Theory (1940)). Fie un triplet {4, 1, T}, unde 
A este o mulțime ordonată de <. 
Fie apoi pentru orice a, be A avem margine inferioară şi 
respectiv parem. superioară ; 
inf (a, b) =a } & 
sup (a, b) =a T b 
Relația de ordine se definește: a< b dacă şi numai dacă 
4T 6 =0 (sau b <a dacă şi numai dacă a b = b). 
Relația de ordine este laticiară (Rasiowa şi Sikorski) deoa- 
rece există (şi numai dacă există) inf(a, b) şi sup(a, b). 
Mulțimea A se va numi latice întrucît satisface relația de 
ordine laticiară. ` 
Se mai poate defini laticea printr-un grup de axiome care 
determină operaţiile |, T. Aceste axiome sînt 1) legile de 
asociativitate, 2) legile de comutativitate, 3) legile absorb- 
tiei. 
Caracteristic pentru latice este principiul dualității (legile 
nu se schimbă dacă se înlocuieşte | ci şi & cu >). 
Propoziţiile : 
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(1) a <b dacă şi numai dacă b> a 

(2) a T b =b dacă şi numai dacă a j b =a 
sînt echivalente. 

La fel propozițiile : 

(3) dacă a <b și b <a atunci a = 
(4) dacă 2 d atunci 4 = 
sînt echivalente. 

Legile de idempotență sînt de asemenea caracteristice 
pentru latice. 


Exemple de latice. {A, U, N} A, V, &) (A este luat într-un 
univers (44). 

În primul caz relația de ordine este Ç, în al doilea —. 
Prima este o latice a mulțimilor, a doua o latice logică. 


În logică sup(p, 9) = $ V q şi inf(f, g) =$ &q. 


Dacă disjuncția şi conjuncția an mai mult de d. membri 


vom scrie sup(2., Pa ERR Pad) = Dz şi inf( fa, Pa te i Pn) = 
F II. 


Relaţiile de homomorfism, izomorfism,şi celelalte se pot 
în mod corespunzător extinde la latice. O latice este distri- 
butivă dacă ea satisface legile de distributivitate relativ 
la operaţii. 

Dacă laticea posedă un maxim şi un minim ea este comple- 
mentată. 

Tripletul (P(A4), U, N} este o latice distributivă şi comple- 
mentată, căci operațiile U, Q sînt distributive una față 
de alta, iar pentru orice ae P(A) există a' astfel că 

aN a =Ø şi aJa =A 

O latice care posedă numai margine superioară se numeşte 
semilatice superioară, o latice care posedă numai margine 
inferioară se numeşte semilatice inferioară. 


b 
b 


Def. 6. O latice se numeşte algebră logică (sau algebră 
booleană) dacă şi numai dacă ea este distributivă şi cornple- 
mentată, 

Laticea (A, &, V, —, —) este o algebră booleană, unde 
avem : relația de ordine şi pentru orice p există p astfel că 
p&p = 0 (falsul) 

v p = 1 (adevărul). 
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Def. 7. Filtre şi ideale. Definim două algebre cu aplicaţii 
în logică. 

Spunem că o mulțime A este închisă relativ la o operație 
o dacă şi numai dacă pentru orice a, be A are loc ao be A. 
Fie A o latice, X o mulțime în A, L operație în A. 

(1) X se numeşte filtru în A dacă şi numai dacă satisface 
condiția Vabe A albeXseaeX şi beX. 

(X este închisă relativ la | dacă şi numai dacă el conține 
elementele asupra căruia se aplică 1). Altfel spus: 

(a) dacă a, be X atunci a | be X 

(b) dacă a <b şi ae X atunci be X. 

Cuplul {4, &} este un filtru logic. 

(2) O mulțime Y (YC A) nevidă este ideal dacă şi numai 
dacă Yæ, bece AaTbeYsaeY şi be Y 

(Y este închis relativ la operația T). Ca şi mai sus idealul 
se poate defini prin condițiile : 

(a) dacă a, be Y atunci a T be Y. 

(b) dacă a <b şi be Y atunci ae Y 











„algebră pseudo-booleană”. 

O algebră abstractă cu trei operații binare L, T, = şi o 
operație unară —, este algebră pseudo-booleană atunci şi 
numai atunci cînd satisface condiţiile : 

(1) este o latice implicativă, > 
(2) conține elementul nul A. 
Nu trebuie să se confunde = cu —. Primul semn denotă 
pseudocomplementara elementului a relativ la b (sau după 
modulul b), adică elementul a= b or pe scurt c, cînd au 
loc: (1) c este element maxim, (2) a |c <b. 

Dimpotrivă — este semnul implicației. Se înțelege că = 
poate fi interpretat ca —, dar acesta este altceva. 

Din cele de mai sus rezultă că (A, V, &, =, —) este algebră 
pseudo-booleană cînd conține elementul 0 (falsul). Orice 
algebră booleeană este o pesudo-algebră booleană. 


Structuri topologice. Fie U un univers de mulțimi, A, B 
două mulțimi, D, Z două Operații pe care lè Yom numi 
respectiv de „deschidere” şi de închidere”. 








Metodele logicii moderne 71 


Vom spune că U este un spaţiu topologie dacă şi numai 
dacă pentru orice AC U există DAC U astfel că: 

(a) D(4N B) = DAN DB 

(b) DACA 

(c) DDA = DA 

(d) DU = U 

Simetric cu acesta se definește spațiul pe care-l vom numi 
„de închidere”. Vom spune că U este spațiu topologic de 
închidere dacă și numai dacă pentru orice A există ACU 
astfel că: 

(a') I(AU B) =IAUIB 

(b') AC IA 

(c') IIA = IA 

(d) IØ = Ø. 

În continuare au loc relațiile : 

DA = —I—A 

IA = —D-—A 

IA(ACU)= D — A = U — D(U — A) 

AC B implică DAC DB şi IACIB 

Dacă generalizăm pînă la structuri fără interpretare spe- 
cială noțiunile definite mai sus atunci putem să le aplicăm 
în logică după cum urmează: 

Fie 7 (tautologii), C (contradicții), N (necesar) şi P (posi- 
bil). Vom redefini condiția de bază astfel: 

dacă p— T atunci Ng— T. 

Cele două relații între D şi I vor fi în cazul nostru relaţii 
între N şi P: 

Np = — P— p 

Condițiile spațiului topologic vor fi în continuare: 

(a) N(p & q) = Np & Ng 


(b) NA $ 
(c) NNp = NP 
(d) NT=T 


În mod dual vom avea apoi condițiile : 

(a) PO v q) = P v Pa 

(b) PPp = Pp. 

(d) PC = C 

În locul lui N putem considera operaţia de asertare (|-): 
(a) ($ & q) = F$ & Hg 

(b) $> $ 
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> 
< 
Q 
— p 


= HP y Hq 


Exemplul relativ la N (necesar) ne-a fost sugerat de Rasiowa 
şi Sikorski, dar formularea ne aparține. Celelalte exemple 
relativ la P (posibil) și H sînt date de noi. 

Se poate discuta de asemenea despre extinderea spațiului 
topologic la logica deontică, respectiv în legătură cu ope- 
rațiile O (obligatoriu) şi P (permis). 

Vom spune că A este mulțime deschisă dacă A = DA 
şi închisă dacă A = IA. 

Se disting apoi diferite tipuri de spații topologice: dens 
(pretutindeni), (pretutindeni) nedens, compact, hausdor- 
fian, regulat, normal ş.a. 

O relație importantă pentru spațiile topologice este aceea 
de homeomorfism. O aplicaţie biunivocă ọ a spațiului X 
pe Y se numește homeomorfă dacă satisface una sau alta 
din condițiile (echivalente) : 

(1) e(DA) = De(A)(4C X) 

(2) ș-(DB) = De (BBC Y) 

Structurile matematice fiind mulțimi se pot efectua cu 
ele toate operaţiile care în genere se efectuează cu mulțimi, 
rezultînd de aci proprietăţi interesante. Mc. Kinsey, A. Tar- 
ski ş.a. au studiat aspectele topologice ale algebrelor Boole. 
Dacă la algebra Boole se adaugă o operație de deschidere D 
(şi respectiv duala ei) se obține o algebră Boole topologică. 
Noi am exemplificat deja spațiul topologic în logică. Exem- 
plul nostru, completat cu existența elementului — a, 
devine o algebră Boole topologică, adică: 

(A, &, =, —, N) şi resp. 

A V > — P 

Toate celelalte noțiuni legate de spațiul topologic se vor 
extinde în mod corespunzător. 


6.4. Metoda aritmetizării 


Vorbind de metoda aritmetizării în logică noi ne vom 
referi mai degrabă la utilizarea Tiribajului âfitmetic (lim- 
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bajul cifrelor) şi numai într-o mică măsură la utilizarea 
numerelor şi a operaţiilor cu acestea. Problema are mai 
multe aspecte așa că le vom considera pe rînd. 


(1) Semnificațiile logice ca semnificaţii „,aritmetice”. A 
devenit o deprindere curentă să se desemneze semnificațiile 
logice — adevărul, falsul ș.a. — cu cifre. Astfel în logica 
bivalentă adevărul se notează de regulă cu 1, iar falsul cu 0 
(există ŞI procedeul invers). Procedînd astfel trebuie să 
id în vedere că aceasta nu înseamnă a introduce numerele 


l şi O în logică ci doar cifrele corespunzătoare, iar, pe de 








altă parte, această procedură nu este deloc arbitrară ea 
fiind o alegere bazată pe criterii de eficiență. Indicăm 
doar cîteva avantaje: 1) această notație sugerează apli- 
carea unor concepte matematice (desigur cu modificările 
necesare) precum și a unor procedee de calcul aritmetic 
(de asemenea în anumite limite) — s-a văzut deja acest 
lucru din expunerea algebrei abstracte, un alt caz bine 
cunoscut este cel al minimizării (v. procedeu Quine — Mc. 
Cluskey ş.a.), 2) putem formula mai concis unele legi logice 
şi putem da definiții asemănătoare cu cele din aritmetică 
(foarte utile în dezvoltarea altui procedeu — cel al func- 
țiilor recursive), 3) descoperim anumite simetrii altfel greu 
de sesizat sau chiar imposibil. Dăm exemple pentru cazul 2). 
Operaţiile logice trebuie „citite”” şi ele ca. „operații arit- 
metice”' — respectiv — (scădere), & (înmulțire), y (adu- 
nare). 
p” =p şi np = p sînt legi de idempotenţă. 
Putem introduce conjuncții și disjuncții cu termeni sau 
cu infinitate de termeni. 


TI: = pP&po&... & pps || 2, = p&p &. epe 





D i= pa VPaV -VBa Po Pi PV DaN VÉN 
Avem apoi definițiile : 

p=1—2 

$ & q = min ($, 9) 

É vq = max ($, 9) 

Goodstein [14] a arătat că dacă notăm invers semnifica- 
țiile — respectiv adevărul cu 0 și falsul cu 1 — obținem 
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noi posibilități de reprezentare „aritmetică””. Operaţiile 
vor fi definite astfel: 

P=1=p 

É V4 = 59 (înmulţire) 

P&g = (p+ 9) — pa 

$—>4= (1 — $)q 

Corelațiile dintre funcții se păstrează și în acest caz. 
Într-adevăr, luînd ca operatori de bază negația și disjuncția 
obținem pe ceilalți prin simplu calcul aritmetic. 

În ce priveşte cazul 3) vom reproduce un rezultat descope- 
rit de noi în 1964. Dacă vom inversa tabelul celor 16 funcții 
de adevăr punînd în locul fiecărei valori inversa ei şi vom 
considera valorile funcţiilor ca cifre în sistemul de numerație 
binar atunci vom obţine o ordine a funcțiilor identice cu 
cea a şirului natural astfel că numărul funcției va fi exact 
traducerea în sistemul zecimal a semnificației binare a 
funcției. 

Prima funcție va fi (0000) ceea ce tradus dă 0, a doua 
(0 0 0 1) ceea ce tradus dă 1, a treia (0010) ceea ce tradus 
dă 2 ş.a.m.d. Procedeul se poate generaliza la orice număr 
de variabile. Numărul de funcții bivalente este egal cu 
mulțimea numerelor naturale (începînd cu zero). Se are 
în vedere că zero poate fi scris la stînga fără a modifica 
semnificația. 

Se mai constată că suma a două funcţii opuse este egală 
cu numărul maxim (adică cu numărul tautologiei), iar 
diferența unei funcții cu sine este egală cu contradicția. 
Scăzînd din numărul tautologiei numărul unei alte funcții 
obținem numărul opusei acesteia. 

Prin retraducere în sistemul binar putem găsi semnifica- 
țiile funcțiilor. Fiecare funcție va avea în acest fel în mod 
firesc un număr natural şi numai unul. 


(2) Metoda aritmetizării godeliene. Pornind de la formali- 
zarea sistemelor de tipul „Principia Mathematica” Gödel a 
descoperit un procedeu care nu mai pornește de la analogii 
ci este un fel de cifru bazat pe faptul că elementele siste- 
mului formal sînt bine ordonate. 

Principiile aritmetizării godeliene sînt următoarele : 


= = = = m, 
a) se distinge între semnele de bază ale sistemului și sem- 
nele compuse din acestea, 





Metodele logicii moderne 75 


b) fiecărui semn de bază i se atașează în mod univoc o 
cifră după o anumită regulă, 

c) fiecărui semn compus i se ataşează în mod univoc un 
număr care se obține printr-o procedură aritmetică din 
semnele de bază, 

d) se indică eventual unele condiții care precizează limitele 
aplicării regulilor de aritmetizare. 

Noi vom da ca exemplu chiar sistemul de reguli introdus 
de Gödel precizînd însă că acesta nu este decît o simplă 
alegere, alți autori după Gödel au adoptat alte reguli de 
aritmetizare. 

În sistemul ,„P” construit de Gödel semnele de bază 
vor fi: 

0, L ~, VÈ II, (,) 

La acestea se adaugă variabilele ca semne de asemenea 
elementare. 

R,) Fiecărui semn de bază i se asociază un număr impar 
de la 1 la 13 în ordinea dată, 

Ra) Fiecărei variabile x, (unde m indică tipul variabilei 
în sensul lui Russell) i se asociază un număr prim 4” (unde 
2 > 13), 

Ra) Fiecărei secvențe de simboluri formată din semne ele- 
mentare care au să zicem numerele n, Mg, ..., Mi se aso- 


ciază numărul 2m . 3m . ... - ppt (unde fiecare factor este 


un număr prim luat la puterea indicată), 

Ra) Vom nota cu P(2) numărul gâdelian al expresiei a, 
iar cu R(a,, ag ... 4) o clasă sau o relaţie între semne 
elementare (ori serii finite de asemenea semne). O aseme- 
nea relație R va primi ca reprezentare o relație R' (x, 
Xa, ... %,) între numere gödeliene dacă şi numai dacă 
există astfel de semne de bază a, aa, ... a, încît x; = P(a,) 
{i = 1,2,...n) şi are loc R (a, ... ap). 

Acest mod de a aritımetiza are ca efect posibilitatea de a 
reprezenta aritmetic conceptele metateoretice (cel puțin 
cele mai importante) ale sistemului dat. De exemplu, „axio- 
mă în P”, „variabilă în P” etc. sînt concepte care pot lua o 
expresie aritmetică (Hilbert şi Bernays, Quine ș.a. au 
modificat regulile). 

Notăm că R, se aplică la fel cînd n, no, ... np Sînt numere 
de secvențe. 
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6.5. Metode cu caracter special 


(1) Metoda diagonalelor a lui Cantor. În vederea demon- 





strării existenţei numerelor transcendente Cantor a con- 
struit așa-numitul procedeu al diagonalelor. La rîndul său 
Mostowski a pus în evidență posibilitatea de a aplica acest 
mod de a raționa în unele probleme de logică prin „rațio- 
namentul diagonal”. 

Metoda diagonalelor constă în a construi un tabel infinit 
(neîncheiat)” cu ajutorul a două coordonate ca în exemplul 
de mai jos. Felusim în acest scop un exemplu dat de Kleene 
[25]. 

a Da cazul funcțiilor aritmetice monadice (ex. 4a+ 1), 
pe care le presupunem enumerate (nu obligatoriu pe toate) : 
hla), Ala), Ala) --. 

Se arată în continuare că se poate construi o funcție f(a) 
deosebită de fiecare din acestea. În vederea reprezentării 
construcției lui f(a) vom da valorile funcțiilor în modul 
în care se vede în tabelul de mai jos. 





a | 0 l 1 pe di e A 

Jala) e ma o 
Ala) flo) (1) Dia te pa 
Ala) Eu AU) TIS 


RI De e o oaran 4a ola 


Săgeţile arată că şirul da funcții indicate mai sus reapare 
pe diagonalele tabelului (de unde și denumirea de „metoda 
diagonalelor” sau „raționament pe diagonală”). 
Revenind acum la f(a) noi putem defini această funcție ca: 
flo) = faa) + 1 a | 

unde f,(a) va lua pe rînd valorile dispuse pe diagonală. 
Deoarece funcția f(a) diferă cu o unitate de oricare din 
funcțiile enumerate fola), fila), fala), ea nu se află prin- 
tre aceste funcții. 

Fie de exemplu fila) =a?, fila) =4a + 1. Indiferent ce 
valori (0, 1, 2, ...) Age lua fola), f(a) # fola). Într-adevăr: 
fH) =0, iar fa) =0+1=1. 

La fel în ce pi iveste fila) = 4a + 1, pentru valoarea 1 va 
avea fi(1) =4:1+1=5, dar f(a) =5 + 1 = 6. 
Dacă am Fe că f(a) ar figura printre funcțiile noas- 
tre aceasta ar însemna că există un număr natural k astfel 
că 

f(a) = f,(a) are loc pentru orice număr natural. 
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Or, substituind 4/k în definiția lui f(a) şi în ultima egali- 

tate obținem : 

FA) = falk) = h(k) + 1 

Or, f(k) = Ji(k) + Le absurdă (încălcînd principiul iden- 

tității) deci f(a) nu se poate afla printre funcțiile enumerate. 

Mostowski a arătat că acest raționament se poate aplica 

la expunerea paradoxului lui Richard (cu care este înrudită 

teorema lui Gödel). Presupunem că dispunem de toate ex- 

presiile dintr-un limbaj L care redau proprietăți ale nume- 

relor întregi. Vom nota aceste proprietăți prin Rich, 

Rich, ..., Rich, ... 

Dacă un număr n posedă proprietatea Rich, vom scrie 

Rich, (7). 

Să dispunem aceste numere conform cu procedeul diago- 

nalelor : 

Rich, (0) Rich, (1 

Rich (0) Rich, (1 

Rich, (0) Rich, (1 
( 


) Rich (2), ... Rich, (n), ... 
) Rich, (2), ... Rich, (n), ... 
) Rich, (2), ... Rich, (n), .. 
Rich, (0 ) Rich, 1) Rich, (2 x .. Rich, (n), 

Am arătat că dacă 4 , posedă Rich; atunci scriem Rich, (n), 
iar dacă nu vom scrie non-Richp (n). Există oare în lista 
noastră numărul n cu proprietatea non-Rich, (n)? Dacă 
da, atunci el trebuie să existe ca număr q (întreg) încît 
pentru orice n 

Rich, (n) = non-Rich, (n) 

Dacă presupunem în continuare că n = q atunci obținem 
contradicția : 


Rich, (q) = non-Rich, (q) 
n continuare se poate corela cu conceptul de adevăr 


(v. Tarski) sau cu conceptul „demonstrabil” (Gödel). 
non- Richp (n) = Rich, (n) nu e demonstrabil. 

Altfel scris : 

næ Rich = Bew [Rich (n)] 

(Aceste aspecte le vom urmări cu ocazia expunerii teoremei 
lui Gödel.) 


(2) Metoda inducției matematice. Prin „metoda inducției 
matematice” vom înțelege ansamblul de concepte, principii 
şi procedee de definiție şi demonstrație care are la bază 
ideea esențială a trecerii de la implicația, P(n)— P(n + 1) 
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la propoziția Ya P(n). Sensul exact al inducției matematice 
se va dezvălui însă în expunerea mai în detaliu care urmează. 
Importanța acestei metode pentru logică va reieși din exem- 
plele pe care le vom da. Existînd anumite puncte de con- 
tact cu ceea ce numim „inducție amplificatoare” în logică, 
inducția matematică nu trebuie însă să fie nici pe departe 


confundată cu aceasta, a cărei schemă este următoarea : 
P(x), Plx), Phan) 

vi P(x) 
(unde t = 1, 2,... n,n + 1, ...) 
În legătură cu inducția matematică vom avea de explicat 
următoarele concepte de bază: 
— principiul inducției matematice (cu diferitele sale for- 
mulări particulare) ; 
— demonstrația prin inducția matematică ; 
— definiția inductivă şi definiția prin inducție (= recursi- 
vă). 








A) Principiul inducției matematice. 


(a) Formulare pentru numere naturale : Fie P o proprie- 
tate nare numere naturale n (=Q, 1,2,...): 

(P(0) & (P(n) > P(n + D))— Va P(n). 

Acest principiu se referă la numere. Din logică știm că 
Yx (x e P* = P(x)), unde P* este clasa corespunzătoare 
proprietății. Ca urmare putem da o formulare extensional 
(nu predicativă) principiului inducției : 

(a') (0e Pr*&ne P*=n+ le P*}—> P*=N 

(unde N este mulțimea numerelor naturale). 


Se poate da însă o formulare echivalentă pentru mulțimi 
de numere: 


(b) Dacă P este o submulțime (în sens larg) a lui N (mul- 
țimea numerelor naturale) astfel că ea conține un număr 
natural n numai atunci cînd ea conține toți predecesorii 
m<u, atunci P= N. 

Din formularea (a) se deduce propoziția „bunei ordini” 
(echivalentă cu (a)): 


(c) Orice mulțime nevidă de numere naturale conține cel 
mai mic element. 


Rezumăm că (a) = (a') = (b) = (c). Legătura acestor prin- 
cipii cu sistemul de axiome al lui Peano este evidentă. Acest 
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sistem de axiome este valabil pentru numere cardinale, 
dar, deoarece sistemul numerelor naturale este izomorf 
cu sistemul numerelor ordinale axioma inducției poate fi 
ușor transferată asupra acestei mulțimi. 


(d) Princi piul inducției transfimite, Cînd vorbim de numere 


transfinite este necesar să dăm prioritate ideii de „număr 
ordinal” (avînd în vedere rolul primordial al relației de 
ordine în definirea numerelor transfinite și a raporturilor 
dintre ele). Evident că luînd în considerație cel mai mic 
ordinal œ, trecerea de la œ la o + 1 nu se mai poate face 
ca în cazul numerelor naturale (finite). 

Numerele ordinale transfinite nu sînt succesor al unui 
număr ordinal ele vor fi numite „numere limită”. Pentru 
formularea principiului inducției se definește conceptul de 
„limită a unei mulțimi de numere ordinale”. 

Se numeşte limită a unei mulțimi A de numere ordinale 
cel mai mic număr ordinal care este mai mare decît orice 
element al lui A. 

Acum principiul inducției transfinite poate îi formulat astfel: 
Fie O o mulțime de numere ordinale şi a un număr ordinal 
oarecare, astfel că toți predecesorii lui a aparțin lui O. 
(1) Presupunem P(0) 

(a P(a)— P(a + 1) pentru orice a(a + 1 e0), 

3) P(A) pentru orice a < à (unde à este un număr limită 
din 0) 

atunci 

(4) Vae 0 P(a). (Principiul se poate aplica şi la submul- 
țimi ale lui 0). 

Principiul se extinde apoi la orice mulțimi bine ordonate: 
(e) Fie A o mulțime ordonată prin <, iar B o parte a 
acestei mulțimi. Dacă x e B ori de cîte ori B conţine toți 
predecesorii y ai lui x atunci B = A. 

(În locul acestui principiu se aplică în ultima vreme așa- 
zisa „lemă a lui Zorn”). 

(f) Formulări speciale. Există şi forme mai speciale ale 
inducției matematice cum ar fi inducția structurală şi 
inducția inversă. 

(fı) Inducţia structurală. Atunci cînd obiectele unui sistem 
sînt definite prin inducție (recursiv) (ca de exemplu, ter- 
menii sau formulele unui sistem formal) se aplică un prin- 
cipiu analog cu (a) formulat astfel: 
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dacă construcţiile inițiale satisfac o proprietate P şi dacă 
există un proces de construcție astfel că orice construcție 
obținută din cele inițiale are proprietatea P, atunci orice 
construcție are proprietatea P. 

O formă specială a inducției structurale este inducția după 
„lungimea expresiei” (caz în care se dă definiția expresiei 
ca o secvență care se amplifică după anumite reguli). 

(fə) Se numeşte „inducție inversă” inducția matematică 
în care în loc de P(n) este necesar să presupunem P(m) 
Ym sn. f 


B) Demonstrația prin inducția matematică. Considerăm prin- 
cipiul (2 a) „P(n)” va fi numită în genere „propoziţie induc- 
tivă”, iar „n” variabilă inductivă sau variabilă după care 
se efectuează inducția. 

Demonstrația are două momente principale (după care se 
conchide conform cu principiul inducției) : 

1) baza inducției: se demonstrează P(0) 

2) Pasul inductiv: se demonstrează P(n)—> P(n + 1). 

(În formula „P(n)— P(n + 1)”, „P(n)” este presupunere 
inductivă.) 

În [1] Kleene dă un exemplu interesant de demonstrație 
a unor propoziții referitoare la compunerea formulelor cu 
ajutorul parantezelor. Tot în [1] Kleene demonstrează prin 
inducția matematică teorema deducției relativ la sistemul 
axiomatic al logicii. Fie porțiunea logicii propozițiilor cu 
10 postulate (Partea II, cap. IV; 24). Reproducem această 
demonstrație ca fiind un model foarte interesant de apli- 
care a inducției matematice în logică (Partea II, Cap. V; 
24). Teorema deducției se formulează astfel: 


Dacă T, A+ B atunci [+ A— B. (Unde T este o mulțime 
de premise poate şi vidă). În conformitate cu condiția 
teoremei se presupune că există o secvență finită astfel 
că fiecare secvenţă este sau (a) o formulă din I' sau (b) 
formula A sau (c) axiomă sau (d) concluzie conform cu 
regula modus ponens din două formule precedente, ultima 
secvență este B. 

Concluzia teoremei asertează că există o secvență finită 
de formule astfel că: fiecare formulă este (a) o formulă 
din I sau (c) axiomă sau (d) concluzia conform cu modus 
ponens din două formule precedente și ultima formulă 
este 4A— B. 
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Teorema se demonstrează prin inducție inversă după 
lungimea k a deducției, unde B va fi variabilă, iar T, A 
se presupun fixe pe parcursul inducției. 

Propoziția inductivă P(k) sau P(T, A, k) este: pentru 
orice formulă B dacă este dată demonstrația lui B din I, 
A de lungime k, atunci se poate găsi demonstrația A— B 
din T. 


Baza demonstraţiei. Demonstrația lui P (T, A, 1) (adică 
pentru k = 1). 

Presupunem că e dată formula B şi deducția lui B din T, 
A de lungime 1. Are loc una din posibilitățile (a)— (c). 
Le analizăm pe rînd. Deoarece B e singura formulă (k = 1) 
este exclusă posibilitatea (d). 

Cazul (a). B este una din formulele IT. Deducţia va avea 
forma : 

1. B (formulă din T) 

2. B— (A— B) — se obţine din schema de axiome A— 
—> (B> 4). 

3. A— B (modus ponens la 2,1). 

Cazul (b). B este chiar A. Deducția are forma: 

1. A—(4A— A) — din schema de axiome 4A— (B—> 4). 

2. {4 > (4 > A)}> {[4 > ((4—A4)— A) ]— (A —> A) ]}. Aceas- 
tă formulă se obține din schema de axiome: 

(4> B)> ((4— (B= C))— (4 = C)). 

prin substituția lui B cu A—> A şi a lui C cu A. 

3. [4 > ((4—> A)—> A)]—> (4> A) (din 1 şi 2 prin modus 
ponens. 

4. A—> ((A—> A)—> A) prin substituția de B cu A—> A în 
schema A— (B> 4). 

5. A— A (prin modus ponens din 3 și 4). 

6. Deoarece B este A, A— A este A—B. 

Cazul (c). B este axiomă. (Ca şi în cazul a, numai că Be 
axiomă). 


Pasul nductiv. Supoziţie: P(T, A, 1) pentru orice 7 <k, 
adică pentru orice } < k şi fiecare B, dacă este dată deducție 
lui B din T, A de lungime l, atunci poste fi găsită deducția 
A— B dinr. 

Demonstrăm P (T, A, k + 1). 

Supoziții: e dat B şi e dată deducția lui B din [, A (de 
lungime k + 1). 
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Considerăm cazurile (a)— (d). Cazurile (a)— (c) exact ca 
în bază. Cazul (d): B se deduce conform cu modus ponens 
din două formule care-l preced, ceea ce putem schematiza 
astfel : 
P şi P—B. 
Dacă eliminăm partea din formulă care urmează după P 
o ce rămîne va fi deducția lui P din T, A, de lungime 
<k. 
Luînd P în calitate de B obținem prin presupunerea induc- 
tivă deducția A — P din T. Procedînd în acelaşi fel în con- 
tinuare (adică aplicînd presupunerea inductivă la fragmen- 
tul deductiv corespunzător) obținem : 
A—> (P> B) dinr. 
Aceste două deducții vor fi utilizate pentru construirea 
deducției finale. 
(Fie p şi q lungimea celor două deducţii). 
a Na deducția A— P din T dată prin presupunere 
A—B | inductivă. 


£+4 A-—(P—B) | deducţia A— (P— B) din T dată 
prin presupunere inductivă. 

B+a+I. (4—P)=((4—(P—B))>(4— B) conform 

cu schema de axiome (4A—B)— ((A—> (B> C))—> (4> C) 

£ +4 +2. (4A— (P> B))— (4— B) se obţine prin regula 

modus ponens aplicată la p şi f +q +1 

$ +q + 3. A— B, prin modus ponens din $ + qgşif +4 + 

+ 2. Cu aceasta se încheie demonstrația. Teorema cuprinde 

şi cazul cînd T este vid: 

dacă AL B atunci + A— B (logica propozițiilor). 


liza "care urmează ca şi “termenii speciali aparțin în esență 
lui S. C. Kleene. 


Definiția inductivă. Construcția succesivă a șirului natural 
pornind de la zero cu ajutorul operației succesor (+ 1) 
poartă numele de „definiţie inductivă” (a şirului natural). 
Definiția are trei puncte (două directe şi unul indirect) : 
1. O este număr natural, 

2. Dacă n este număr natural n + 1 este număr natural. 
3. Nici un altfel de număr natural în afară de cele formate 
în acord cu 1 şi 2 nu există. 


C) Definiţiile pe baza inductiei (inductive, recursive). Ana- 
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(O descriere completă a şirului natural se dă prin adăuga- 
rea a două axiome). 

O astfel de definiție este strîns legată de principiul induc- 
ției matematice şi de demonstrațiile pe baza acestui prin- 
cipiu. Pornind de la cazul şirului natural se pot face gene- 
ralizări pentru diferite clase de obiecte. Definiţiile inductive 
sînt clasificate de Kleene în două : fundamentale şi nefunda- 
mentale (distincțiile sînt relative la context). 

Astfel definiția domeniului de obiecte (care este şi dome- 
niul variabilei, respectiv variabilelor) este fundamentală, 
în timp ce definiția expresiilor (ex. „termen, „formulă” 
„formulă demonstrabilă””) şi predicatelor relative la obiec- 
tele respective va fi nefundamentală. 

La rîndul său definiția nefundamentală conține puncte 
directe şi punctul indirect. 

În fine, punctele directe pot fi de bază şi puncte inductive. 
Fiind dat un predicat P(x) prin punctele directe se arată 
condițiile în care predicatul este atribuit obiectelor, iar 
punctul indirect specifică faptul că în alte condiții nu se 
mai atribuie (ori se atribuie altceva în genere). În caz 
particular, se arată cînd predicatul ia semnificația „adevă- 
rat” (se defineşte adevărul predicatului) și se precizează 
că în rest (punctul indirect) semnificația nu va fi adevăr 
(ci, să zicem, falsul). 

Fie din nou predicatul P(x) (şi eventual unele predicate 
definite anterior pe care el le presupune). Prin punctele de 
bază se arată direct obiectele pentru care are loc (,, este 
adevărat'*), iar prin punctele inductive se arată că dacă 
predicatul P(x) (cu sau fără presupunerea existenţei unor 
predicate care-l preced și de care ar fi legat) are loc pentru 
un anumit tip de obiecte („este adevărat pentru astfel de 
obiecte”) el are loc și pentru anumite obiecte legate într-un 
mod anume de primele. 


„Dacă punctele de bază lipsesc, atunci predicatul ia semni- 
ficația fals. pentru toate argumentele ; iar dacă lipsesc punc- 
tele inductive, atunci definiția este pur şi simplu o definiție 
explicită prin parcurgerea cazurilor” [24; 232]. Definiţia 
explicită constă în a da expresia pentru semnificația gene- 
rală a predicatului (funcției), iar definiția prin „parcurgerea 
cazurilor” constă în aplicarea regulii : 


Dacă -A(0) şi -A(x) atunci A(x). 
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Predicatele n-adice pot fi de asemenea definite prin defi- 
niții fundamentale. 

Generalizarea definiţiilor inductive permite şi generalizarea 
demonstrațiilor prin inducție. 

Ca exemplu, avem principiul pentru ideea de „formulă 
demonstrabilă””. Presupunem că fiecare axiomă posedă o 
însuşire P și că de îndată ce premisele la care se aplică 
regulile de deducție formală posedă însuşirea P, concluzia 
posedă însuşirea P, atunci orice formulă demonstrabilă 
posedă însușirea P. Analog pentru „termen corect” și 
„formulă corectă”. 

„În acelaşi mod, scrie Kleene, definițiile inductive funda- 
mentale (cu condiția că obiectele produse în diferite moduri 
sînt diferite) justifică «definițiile prin inducție» sau « defi- 
nițiile recursive» ale funcţiilor asupra domeniului stabilit 
prin definiţia inductivă”. În ce priveşte definițiile nefunda- 
mentale lucrurile sînt mai complicate căci procedura recursi- 
vă corespunzătoare lor (relativ la o clasă de obiecte), pro- 
cedură „conform cu care apartenența unui obiect la clasă 
poate fi stabilită prin aplicații diferite succesive ale punc- 
telor directe poate să dea mai mult de o semnificație a 
funcției pentru astfel de obiecte, de exemplu, „p(4) = 0 
dacă A este axiomă; p(A4) = ọ(B) + 1 dacă A este conse- 
cință imediată din B şi q(4) = ẹ(B) + ẹ(C) + 1, dacă A 
este consecință imediată din B şi C” — acest sistem de 
reguli nu defineşte univoc funcția q, definită pe clasa for- 
mulelor demonstrabile și privind semnificații naturale” 
[24; 233]. 

Definiţiile recursive. Ele se referă la funcţii sau predicate 
reprezentabile prin funcții şi au în general forma: 

(1) se dă valoarea funcției pentru valoarea (valorile) ini- 
țială a argumentului (respectiv argumentelor), ex. e(0) 
pentru 0, 

(2) se dă apoi valoarea funcției pentru valoarea imediat 
următoare a argumentului (argumentelor), ex. f(x") pentru 
x. 


(3) Prin 1 şi 2 valoarea funcţiei a fost definită în genere. 
Exemplificăm pentru numere naturale cu schemele : 

(0) = g 

(y) = xy. 90)). Ta ; 

Aceste scheme definesc funcția ọ(y) „prin inducție după y”, 
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unde q este un număr natural dat, iar x(y, z), o funcție 
dată de două argumente (deci o funcție cu valoare cunos- 
cută). 

Se poate considera procesul şi ca demonstraţie pentru faptul 
că funcţia are în final valoarea indicată prin procesul induc- 
tiv. 

Există definiții în care funcția depinde și de alte variabile, 
Xo, -+< Xp (numite parametri). De exemplu: 

a+0=a 

a+b = (a+b) 

este definiția adunării (a + b) unde inducția se face după 
b, a este parametru, iar ' este funcția succesor. 

În logică, definițiile funcțiilor de adevăr sînt recursive. 
Astfel, odată stabilit domeniul de definiție al variabilelor 
{0, 1} (adică falsul și adevărul) vom defini disjuncția prin 
schema : 

$ vg = max ($, 9). 

Predicatele pot fi introduse prin funcții recursive sau di- 
rect prin proceduri recursive, evident nu toate predicatele 
sînt recursive. Kleene arată în ce sens terțul exclus poate 
fi demonstrat recursiv (deci constructiv) pornind de la predi- 
catele recursive. Pentru fiecare valoare a lui P(x) noi pu- 
tem stabili o propoziție care este sau adevărată sau falsă 
(lucrul precis determinat). Nu la fel poate fi justificat 
terțul exclus pentru definiția inductivă a predicatului — prin 
punctele directe atribuim „adevăr”, iar prin cel indirect 
„fals” dar nu dispunem de procedură efectivă pentru a 
spune de fiecare dată dacă avem propoziția adevărată 
sau falsă. Kleene remarcă totuşi o excepție, anume cînd 
„ordinea în care conform punctelor inductive apar elemen- 
tele clasei coincide cu ordinea în care aceste elemente sînt 
generate prin definiția fundamentală inductivă” [24; 233]. 
În acest fel, există cazuri în care definiția inductivă = 
definiție prin inducție (recursivă), de ex., pentru „termeni”, 
„formule”, „formule demonstrabile” (se înțelege depinde 
de sistemul de limbaj). Acest lucru este, de exemplu, valabil 
pentru teoria funcțiilor de adevăr. 

Corespunzător conceptului de definiție prin recursie se 
introduce conceptul de „demonstrație prin recursie”. Un 
caz special de demonstrație prin recursie este cel de „re- 
cursie inversă”. Există de asemenea „definiție prin inducția 
inversă”. (Atît demonstrația „inversă” cît şi definiția „in- 
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versă” pot fi reduse la recursii simple cu ajutorul unor 
demonstraţii). 

Demonstrația prin recursie inversă este descrisă de Kleene 
în felul următor. În demonstraţia recursivă a unei teoreme 
T(y) se poate ca în cazul T(y') să avem dependență nu 
numai de cazul imediat precedent T(y), ci și de alte cazuri 
precedente. 


(3) Metoda funcțiilor recursive. Vorbind despre inducție 
ne-am întîlnit cu noțiunea de „,recursie”. Noţiunea de recur- 
sie poate fi studiată însă în continuare ca o noțiune specială 
ce generează o metodă aparte în matematică și logică. 
Există o clasă specială de funcții (și predicate) care pot fi 
definite „prin inducție”, adică recursiv. Această clasă se 
va numi „clasa funcțiilor primitiv-recursive''. Dezvoltarea 
acestei metode aparține în parte lui Gödel. 

Noţiunea de „,recursie” (în genere) se definește (în ultima 
vreme) prin aceea de „calculabilitate”. O funcție este cal- 
culabilă dacă există un procedeu de calcul (algoritm) care 
va permite efectiv să aflăm valoarea funcției pentru valori 
date de argumente. Calculul se efectuează , treptat”, de 
la simplu la complex. El se descompune în „unități” 
(operații elementare) ; de ex. scrierea sau ștergerea de sim- 
boluri. 

Un studiu mai aprofundat al calculului aritmetic arată 
că el se bazează pe un număr mic de date inițiale (noţiuni 
şi operaţii). În vederea dezvoltării ideilor vom distinge 
următoarele nivele: 

1) nivelul conceptual (numere și operații cu numere), 
2) nivelul forinal (obiecte elementare și operaţii cu asemenea 
obiecte), 

3) nivelul metateoretic. 

Vom vorbi de numere şi operații cu numere sau relații 
însă efectiv ne vom ocupa de simbolurile care le reprezintă 
într-un sistem formal (cifre şi alte semne) luate ca „obiecte 
formale” etc. 

Astfel vom avea obiecte 0 (zero), “(bară pentru succesor), 
O este obiect independent, iar ” este auxiliar. Vom produce 
şirul de obiecte. 


0, 0, 0, 07, ... 
care corespunde șirului numerelor naturale. 
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(Fiecare obiect se produce din 0 prin iterația barei, aşa 
cum se vede.) 
Vom introduce un limbaj pentru descrierea obiectelor: 


„nume proprii (altfel spus, constante): 0, 1, 2,.... unde O 
desemnează pe 0 (deci utilizare autonimă), 1 desemnează 
pe 0' etc. 


Operația de aplicare a barei se va numi „operația succesor” 
şi se notează cu S. Un obiect oarecare se va nota cu x, y, 
Z, ... „„Succesor al unui obiect x” se va scrie S(x) şi se 
va defini astfel: 


S(x) = a +1 
Fiecare obiect reprezintă un număr (în eventualitatea inter- 
pretării). Semnele 0, 1, 2, ... desemnează obiecte formale 


și exprimă numerele, la fel cuvintele corespunzătoare „zero”, 
„unu, „doi” etc. 
Semnele +, X ş.a. vor fi folosite atît la nivel formal cât şi în 
metalimbaj — ele vor desemna operaţiile cunoscute. 
Şirul natural este definit inductiv prin regulile: 
(a) zero este număr natural, 
(b) dacă x este număr natural atunci S(x) este număr 
natural. 
Altfel spus, el apare din înlocuirea lui x cu S(x) adică x + 1 
şi a lui x cu 0. În acest fel, 0 este reprezentat de 0 + 1, 
0” de (x + 1) + 1, adică x +2 etc. 
Operaţiile x + y şi x X y (pe scurt xy) sînt definite impli- 
cit, respectiv prin 
(1) | z+O0= ax 

x + S(y) = S(x + y) 
(2) | x+0=0 

x X S(y) = x + (x X y) 
Singurul semn de relație poate fi = (identitatea, altfel 
spus „egalitatea” într-un sens mai general). Constituirea 
aritmeticii ca un calcul al identităţii a fost intuită deja de 
către Leibniz însă forma modernă a fost dată de A. L. 
Goodstein. 
Pentru a ne exprima în limbajul funcțional obişnuit vom 
nota cu Sum (x, y) și resp. Prod (x, y) cele două operaţii. 
Definiţiile vor lua forma : 
(1') Sum (0, x)= x 

Sum (x, S(y)) = S(Sum (x, y)) 
(2') Prod (0, x) =0 

Prod (x, S(y)) = Sum (x, Prod (x, y)) 
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(În locul semnului S putem folosi în limbaj semnul ’, astfel 
%'.) În scopul calculului avem în vedere că pornim de la 
anumite constante (zero ori alte cifre), iar numărul S(y) 
este produs conform cu operația succesor. Calculul se face 
prin „inducție după y” (producerea şirului natural conform 
cu operația succesor fiind numită „proces inductiv”, fie- 
care număr fiind definit inductiv după un număr finit de 
pași). 
Fie să calculăm 2 + 3 = 5, adică Sum (2, 3) =5 
Aplicăm schemele (1) şi obținem: 
2+3=2+4+2'=(2+1)=((2+0)))=(3)=4=5 
Mai întîi se operează o „,reducere” treptată a obiectului 3 la 
obiecte elementare (conform cu definițiile din metalimbaj) 
şi apoi se calculează urcând de la 0 la 3. 
Pentru dezvoltarea teoriei este comod să luăm ca funcții 
iniţiale pe lîngă succesor, o funcție constantă (identic zero), 
şi o funcție de identificare. Ca operaţii care raportează 
unele funcții la altele vom avea operaţiile de „substituție” 
şi de „,recursie”?. 
În schema (1) adunarea lui x + S(y) e construită din 
x+y şi S cu ajutorul substituției în S(x), adică 
S(Sum(z, y)) (altfel: x/Sum (x, y)). 
Schemele (1) şi (2) sînt scheme de recursie deoarece ele ne 
permit calcularea valorii unei funcţii în dependenţă de valo- 
rile unor funcții mai simple. Astfel pentru (1) vom avea o 
funcție de identificare şi respectiv în loc de x + S(y) avem 
funcțiile x + y şi S. 
Funcțiile succesor, constantă şi de identificare vor fi numite 
„inițiale”. Definiţiile (1) şi (2) sînt recursive. 
O funcție ọ va fi numită recursiv primitivă dacă ea este 
definită din funcții inițiale (zero, succesor, identitate) prin 
substituție şi scheme de recursie („prin inducție”) 
Schemele de recursie corespunzătoare definiţiilor (1) și (2) 
sînt : 

(0, =) = (a) 

gly’, x) = x(x, el 9)) 
Noțiunea generală de funcție recursiv primitivă este defi- 


nită implicit prin schemele : 


(I) ẹ(x) = x' 
(IT) p(o Xos n-a) =q 
(III) (£u Xo -oos Xa) = X; 
(IV) (xr X2 ..., Xn) = P(X lt En) +- + Xal Xr %,)) 
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(Va)  e(0) =q 
(y) = ay, e(9)) 
(Vb) P(0, Xa ee a = Y (Ep ooa An) 
PY, Kor -is Ka) = XY, PY Yos -s En) Lo -as 20) 


Definiţiile (1) şi (2) sînt de tipul (Vb), cazul n = 2. Schema 
(V b) e dată “e Gödel. 

Goodstein a arătat că pentru varianta construită de el e 
suficientă schema (Va). 

Un concept (clasă, predicat, relație) este recursiv dacă i 
se poate asocia o funcție definită recursiv. 

Gödel a arătat că datorită procedeului de aritmetizare 
multe concepte metateoretice („axiomă”, „variabilă” ş.a.) 
pot fi definite recursiv. 


7. METODA MODELELOR 


Introducerea noțiunii de sistem formal în logică a atras 
după sine noțiunea de model, în înțelesul de „model se- 
mantic”. Teoria modelelor a dobîndit o extrem de largă 
aplicație, însă termenul „,model'” nu este nici pe departe 
unul şi acelaşi în diferite domenii. Studiind noțiunea de 
model în lingvistică Chao Yuen Ren [50] încearcă o trecere 
în revistă a sensurilor principale ale acestui termen. Por- 
nind de la acest studiu vom rezuma (ținînd seama şi de 
alte lucrări) conceptele de model. 

Primul și cel mai vechi sens al termenului ,„model” este 
probabil cel de „exemplar ideal” (ori cvasi-idea]). Se spune 
astfel „este un elev model”, adică este un elev conform 
cu anumite idei (prescripții) pe care noi le impunem compor- 
tării elevului. Pe scurt, sensul este de „,conformitate cu 
un ideal (formulat)”, altfel spus „obiect conform idealului”. 
Al doilea sens este cel de „imitație? a unui lucru (sculp- 
tura este un model al obiectului sculptat). Al treilea sens 
este cel de „imagine” a unui lucru (ex. pictura) sau „copie”. 
AT patrulea sens este de „schiță” a ceva. A lua model al 
unui lucru revine la a face schița acelui lucru, 

Foarte apropiate de schiță, cu deosebire că pe lîngă ele- 
mentul de observaţie intervine elementul imaginat este 
„schema” unui lucru pe care-l cunoaștem direct doar în 
parte. Astfel avem „modele cosmologice? (v. Ptolemeu, Co- 
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pernic, Einstein), „modele atomice” (Rutherford, Bohr) ş.a 
„Programul după care urmează să se desfăşoare un proces 
(ex. un proces de producție, un proces de învățămînt, pro- 
cesul chiar de construire a socialismului ș.a.) constituie 
un alt concept de model. 

Constatîndu-se că ceea ce este esențial în definiția modelu- 
lui este „un ansamblu de reguli de corespondență” între 
două mulțimi de entități, noțiunea de model a fost extinsă 
cu mult dincolo de limitele utilizărilor fizice sau obișnuite. 
O teorie poate fi ea însăşi desemnată ca model a ceva (al 
unui sistem de entități). 

Evident că este posibil să introducem noțiunea de model 
pornind de la teorie la obiecte („,modelul teoriei”). 
„Modelul teoriei, scrie Suppes, poate fi considerat ca reali- 
zare posibilă în care sînt satisfăcute toate propoziţiile 
adevărate ale teoriei, iar realizarea posibilă a teoriei este 
considerată ca o formaţiune cu o anumită structură mulți- 
mistă. De exemplu, noi putem caracteriza realizarea posi- 
bilă a teoriei matematice a grupurilor ca pereche ordonată 
în care primul membru este mulțimea vidă, iar al doilea 
o operație binară asupra acestei mulțimi. Realizarea 
posibilă a teoriei grupurilor este model al teoriei dacă axio- 
mele teoriei satisfac realizarea” [46; 286]. Reţinem din 
cele de mai sus ca esențiale pentru ideea de model: 

a) un sistem de obiecte S, 

b) un sistem de obiecte M, 

c) anumite reguli de corespondență între M și S. 

Sistemul S va fi „,originalul”, iar M va fi „modelul lui S”. 
Regulile de corespondență sînt „reguli de modelare” 
Modelele în matematică încep să fie utilizate pe o scară 
mai largă în legătură cu geometriile euclidiene şi cele neeucli- 
diene (E. Baltrami, F. Klein), iar în logica matematică 
de către Frege şi Russell. Einstein considera că modelul 
geometriei euclidiene constă din regulile de comportare cu 
„„corpurile practice rigide”. Este deja o mică deplasare a 
sensului față de definiția reprodusă mai sus. 

O extindere foarte mare au luat-o modelele în studiul 
teoriilor deductive (ex. demonstrarea proprietăților de 
necontradicție, completitudine, independență, în decizie 
etc.). Modelul poate fi raportat la teoria propriu-zisă sau 
la sistemul formal corespunzător teoriei. Cînd avem de-a 
face cu sistemul formal modelul descris este numit „model 
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semnatic”. Vom raporta deci noțiunea de model semantic 
la structura sintactică a teoriei (la sistemul formal pe care 
teoria îl implică). Se înțelege că uneori putem folosi limba- 
jul natural fără ca totuşi să reținem semnificaţia pe care 
cuvintele o sugerează direct. Astfel procedează Hilbert 
în construcția geometriei unde cuvintele „punct, „,dreap- 
tă”, „plan? ş.a. nu au neapărat semnificația cunoscută 
(deşi, evident, o pot avea şi pe aceasta), ci pot avea şi alte 
semnificaţii, cu alte cuvinte semnificaţia lor este „deschisă”. 
Este un gen de formalizare interesant — în loc să creăm 
simboluri care să ne îndepărteze de intuiţie, lăsăm deschisă 
semnificația cuvintelor intuitive (pe lîngă aceea pe care 
o sugerează direct ele pot avea și alta). Avem în acest caz 
o „reinterpretare” a limbajului, după cum în cazul siste- 
mului formal avem o „interpretare”. Termenul de „inter- 
pretare”” poate să desemneze fie procesul de stabilire a 
modelului, fie însăși modelul. 

Prin „model semantic” se poate înţelege fie o mulțime de 
semnificații cu o anumită structură, fie o teorie intuitivă 
asociată sistemului formal (a cărei structură satisface sis- 
temul formal). 

Noţiunea de model este din ce în ce mai larg utilizată în 
logică, fie pentru definirea şi studierea unor operații și 
relații logice, fie pentru studierea unor proprietăți ale 
sistemelor logice (în genere, deductive), evident în scopul 
rezolvării unor probleme. Hilbert, Tarski, L6wenheim, 
Skolem, A. I. Malțev, Robinson ş.a. au contribuit la in- 
troducerea largă a ideilor legate de model în logică şi mate- 
matică. 

O sinteză asupra teoriei modelelor o găsim în cartea lui 
A. Robinson Introducere în teoria modelelor și metamate- 
matica algebrei (1963), o alta în lucrarea Matematica meta- 
matematicii de Rasiowa şi Sikorski (1963). Aceste două 
lucrări vor fi pe larg utilizate în expunerea noastră. 


8. DEFINIȚIILE ȘI CLASIFICĂRILE ÎN LOGICĂ 


Mijloace logice mai slabe decît deducția (în genere, in- 
ferența) definițiile şi clasificările sînt totuşi foarte impor- 
tante pentru studiul metateoretic al logicii şi, se înțelege, 
pentru construcţiile logice. 
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Definiţiile. Studiind formele de judecăți un loc deosebit 
îl ocupă definițiile, însă definițiile nu se reduc neapărat 
la o singură judecată. Se poate vorbi de un „proces defini- 
toriu”? dat printr-un ansamblu de judecăți (propoziţii). 
Rolul definiţiilor este de a fixa „,conceptele” sau semnul 
ori semnificația termenilor. 

Clasificarea definiţiilor este una dintre cele mai importante 
probleme de logică. Nu este scopul nostru să ne ocupăm 
pe larg de această clasificare, ne vom limita la a-i da schița 
şi a surprinde unele aspecte metateoretice. 

Presupunem că se ştie ce este definiția, definitul (defrnzen- 
dum) şi definitorul (definiens) precum și regulile pe care 
trebuie să le satisfacă o definiție pentru a fi corectă. 

Vom deosebi „procesul de definire” şi „mijloacele logice 
(metoda) de a-l realiza”. 


Propunem următoarea schemă generală de clasificare : 


1) După natura entității definite : 

a) reale (definiţia se referă la obiecte reale sau abstracte) ; 

b) nominale (definiția se referă la termeni și, în genere, la expresii) ; 

c) formale (definiția se referă la ,,obiecte formale”, la elemente ale sis- 
temului formal), 

Într-un anumit sens cazul c) este inclus în cazul a) cu deosebire că în c) 

avem construcții” ale intelectului (cam în genul „jocului de șah''). Formal 

trebuie să determinăm roluri ale figurilor grafice (convenim să le numim 

„grafeme'”). 


2) După natura definitorului : 

a) de esenţă (definiția dă o caracteristică esenţială sau mai multe ale enti- 
tății definite) ; 

b) genetice (se indică modul specific de generare a entității definite); 

c) de relaţie (se determină sistemul de relații caracteristice entității, ex., 

relații spaţio-temporale, relații sociale ş.a.) ; 

operaționale (după metoda de fixare practică, metodologică a obiec- 

tului, ex. înregistrarea efectelor, măsura, comportare în situație ex- 

perimentală ş.a.) ; 

după relaţia însușirii definitorii cu entitatea definită (predicativă, ne- 

predicativă). 


d 


0 
= 


3) După modul de stabilive a definitorului : 


ostensive (prin indicarea obiectului vizat) ; 
prin înregistrarea unor determinări caracteristice ; 


Za 
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c) prin indicarea sistemului de relații din care obiectul face parte (ex. cu 
ajutorul unui sistem de axiome); 
d) constructive (inductive sau recursive). 


4) După forma logico-lingvistică a definiţiei : 

a) definiții simple (printr-o propoziţie) ; 

b) definiții complexe (printr-un sistem de propoziţii sau de reguli) ; 
c) contextuale (definitorul reiese din contextul utilizat) ; 

d) definiția cu ajutorul unor operatori speciali (1, A, e ș.a.); 

f) definiții explicite sau implicite ; 

g) definițiile prin abstracție. 


5) După poziția în procesul cunoaşterii : 

a) stipulative (de introducere a unui termen sau concept nou); 

b) explicative (un concept sau termen existent este explicat prin altele) ; 

c) de precizare (se precizează conceptul sau sensul termenului prin clasifi- 
cări sau extinderi, ori restricții). 


Am dat în cele de mai sus cinci clase de criterii, fiecare clasă 
constînd din cîteva criterii. Se înțelege că această clasifi- 
care este aproximativă şi poate fi îmbunătățită. 

Este interesant să încercăm a descrie evoluția procesului de 
definiție. 

Prima fază (absolută) a procesului de definire începe cu 
introducerea expresiilor prin raportarea directă, fizică la 
obiect (definițiile ostensive). Este discutabil dacă acest 
procedeu poate fi numit de definire în sens strict sau este 
acceptat prin convenție ca o definiție. A doua fază este 
introducerea indirectă (mediată de rezultatele anterioare) 
a expresiilor. 

Expresiile pot fi raportate la alte expresii ca prescurtări, 
ca explicitări sau precizări. 

Prin repetiție omul se obișnuieşte să coreleze expresia cu 
obiectul sau expresia cu expresia. (Explicarea acestui 
proces aparține fiziologiei şi psihologiei.) Odată ce dispunem 
de termenii respectivi (Şi în genere de limbaj) putem trece 
la caracterizarea obiectelor. Dorim cu alte cuvinte să dez- 
văluim modul în care obiectele pot fi identificate (= deose- 
bite de altele). Putem în acest sens să ne referim la proprie- 
tățile specifice obiectelor sau la modul de formare a obiec- 
telor sau la mijloacele noastre de a le deosebi în mod prac- 
tic (experimentare, măsură) sau la relațiile lor cu alte 
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obiecte. Cînd am reușit să stabilim un limbaj simplu și 
univoc noi putem opera cu semnele independent de semnifi- 
cație (de apelul la obiecte sau de înțelesul, sensul lor). In 
acest caz se impune să distingem nu obiectele pe care 
dorim să le cunoaştem, nu cuvintele, ci anumite „obiecte 
formale”, şi nu numai să le distingem, ci și să le construim 
din obiecte date (ex. forme grafice inițiale). 

Care vor fi „obiectele” admise în operațiile noastre? — iată 
o problemă nouă. A distinge între obiectele corect construite 
și altele care nu sînt corect construite, Obiectele pot fi 
construite corect după reguli date. Se impune alteori să 
determinăm rezultatul unei operaţii şi facem aceasta prin 
reducerea rezolvării la date elementare, prin recursie (= re- 
venire la date inițiale). 

În procesul acesta de distingere a obiectelor, a cuvintelor, 
a obiectelor formale, metodele şi rezultatele vor depinde 
de natura obiectului şi de sarcinile pe care ne propunem 
să le rezolvăm prin identificarea (distingerea) lor. 

Uneori în loc să descriem direct obiectul dăm sistemul de 
relații fundamentale în care acest obiect (mulțime de 
obiecte) se află. Obiectul este în acest fel delimitat în mod 
implicit. O relație, la rîndul ei, poate fi delimitată ca o 
intersecție de alte relații. Procesele se pot defini prin modul 
(eventual metoda) de realizare. Noi ne putem referi direct 
la obiect, la proprietățile lui, dar proprietățile obiectului 
se manifestă în relațiile cu alte obiecte. Nu numai obiectul 
este „,oglinda” tuturor celorlalte obiecte cu care vine în 
contact, dar și celelalte obiecte sînt într-un anumit sens 
„oglinda” acestuia. 

Noi putem deci să ne folosim pentru distingerea obiectului, 
de „proiecția” lui în alte obiecte. Se poate întîmpla ca în 
încercarea noastră de a caracteriza un obiect printr-o pro- 
prietate, proprietatea să nu poată fi caracterizată la rîndul 
ei total independent de obiect. Vedem dar că procesul de 
identificare (distingere) se dovedeşte extrem de variat şi 
complex. Omul nu se poate dispensa de actul fundamental 
al distingerii care este corelat cu un act tot atît de funda- 
mental al identificării. Dacă noi am găsit prin ce se poate 
distinge un obiect de altele, vom putea folosi ulterior acest 
„semn distinctiv” pentru identificarea acestui obiect. 
Pe de altă parte, în practică obiectele trebuie să îndepli- 
nească funcții diferite și noi găsim metode de „a le supune” 
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unor funcții diferite. Orice operație cu obiectele, orice 
cercetare ulterioară a obiectelor se bazează pe faptul că 
noi știm să le „,distingem”” şi ca urmare să le „identificăm”. 
Pe planul rațiunii aceasta înseamnă că noi construim con- 
cepte „,definite”, abstracții adecvate. 

Prin definire noi introducem în aria cunoaşterii un nou 
obiect sau precizăm poziția obiectului. Cînd înlocuim defi- 
nitul cu definitorul spunem că „eliminăm” definitul. Nu 
întotdeauna (după cum se ştie) putem utiliza definitorul 
în locul definitului. Este necesar deci să se aibă în vedere 
forma pe care o capătă definiția şi generalizările să se facă 
prin considerarea acestor forme. 

Acesta este pe scurt „procesul definirii”, parte integrantă 
a procesului general al cunoaşterii. 

În metateorie vom invoca definiții de cele mai variate 
tipuri începînd cu cele ostensive (de „denumire” a enti- 
tăților care constituie teoria) şi terminînd cu definiții con- 
structive (recursive). 

Vom vedea în ultimul capitol („Filozofia logicii”) cum con- 
cepția despre rolul unui fel de definiții sau altul stă la baza 
unei anumite filozofii — ex. realismul (definim entități 
reale), conceptualismul (definim concepte), nominalismul 
(definim termeni), convenționalismul (definițiile sînt ale- 
geri arbitrare) ş.a. Tendinţa de a reduce procesul de defini- 
re la un tip anumit de definiție stă la baza unor astfel de 
concepții unilaterale. O filozofie greșită începe adesea cu o 
concepție greșită despre definiție. 

Multe probleme de logică au putut fi rezolvate prin preci- 
zarea concepției despre definiţie (a se vedea definițiile ne- 
predicative şi paradoxele). Formalizarea logicii a extins 
mult posibilitatea de a aplica anumite tipuri de definiții 
(ex. definițiile recursive, definițiile prin abstracție ş.a.). 


Clasificările. Rolul clasificărilor în logica modernă este mult 
mai mare decât se presupune. Se confirmă subtila observație 
a lui Fr. Engels că baza „așa-numitului raționament de- 
ductiv ... este totuşi clasificarea” (Dialectica naturii, 1966, 
p. 204). Există două tipuri mari de clasificări — clasifi- 
carea pe orizontală (în care entitățile sînt grupate în clase 
de același nivel) şi clasificarea pe verticală (ierarhică). 


Principiul clasificărilor ierarhice este un principiu funda- 
mental în structurarea logicii moderne şi în rezolvarea 
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anumitor probleme (decizia, eliminarea paradoxelor). Dis- 
tincția însăși între teorie şi metateorie este un exemplu de 
astfel de clasificare ierarhică. Majoritatea metodelor de 
rezolvare a paradoxelor presupun o clasificare ierarhică. 
Criteriul de ierarhizare este o relație care poate să difere 
de la caz la caz. Astfel de relație a fost deja studiată („A 
despre B”). Proprietăţile ei (indiferent de cazul particular) 
par a fi: nereflexivitatea, asimetria, intranzitivitatea. Vom 
avea ocazia să întîlnim în expunerea ulterioară diferite 
„relații de ierarhizare”. 


9. METODE GRAFICE ÎN LOGICĂ 


Ca şi în matematică metodele grafice joacă un rol important 
în logică. Sînt cunoscute diagramele lui Euler (cercurile), 
diagramele lui Venn, diferite reprezentări sagitale, diagra- 
me în drapel, scheme ș.a. Diagramele ajută la rezolvarea 
problemelor, iar în unele cazuri sînt chiar suficiente. De- 
senele corespunzătoare ideii de graf (deci „graful ca desen”) 
au luat de asemenea o extindere apreciabilă în logică. Fie, 
de exemplu, funcția de adevăr f(u, Pa, Pa) = 11110010 





(Aci Va Va ... V; reprezintă valorile 1 în ordinea dată 
mai sus). Încheiem cu aceasta trecerea în revistă a metode- 
lor aplicate în logica modernă. Toate aceste metode sînt 
mai mult sau mai puțin aplicate şi în dezvoltarea metalo- 
gicii. 

După cum am mai spus formularea (descrierea) metodelor 
se face în metateorie. Fiecare teorie este însoțită de ansam- 
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blul de cunoştinţe metateoretice care în principal constau 
în descrierea modului de construcție a teoriei și a mijloacelor 
de rezolvare a problemelor. O teorie deci nu este niciodată 
expusă total separat de metateorie, aşa încît avem de-a 
face, de regulă, cu un „fragment științific” cu cel puţin două 
nivele de abstracție. 

Metateoria aşa cum o studiem noi are în vedere nu o teorie 
logică, ci o clasă de teorii logice sau cel puţin clase de sis- 
teme logice ale uneia şi aceleiaşi teorii (v. de ex. „clasa 
sistemelor de tipul Principia Mathematica”). 
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1. NOȚIUNEA DE ANIINOMIE (PARADOX) 


Unul dintre cele mai adînci principii ale logicii formale 
este principiul necontradieţiei (sau noncontradicției). La 
drept vorbind, dacă este să considerăm formulările nu 
există un singur principiu al necontradicției ci o „clasă 
de principii’, echivalente întrucît sînt toate logic adevă= 
rate, destul de diferite în ce priveşte natura entităților la 
care se aplică. Probabil că toate pot fi subsumate unei 
formulări foarte generale („ontologice'”) dată în termeni 
de „a îi” şi „a nu fi”: i 

(1) în același timp și sub același raport (= din acelaşi punct 
de vedere) un lucru este imposibil să fie și să nu fie. Această 
formulare interesează în mod deosebit filozofia şi în speță 
filozofia logicii formale. 

Alte formulări sînt date în termeni pur logici (= neseman- 
tici) sau semantici şi se raportează la ideea de „propoziție” 
în genere sau la diferite sisteme logice. În toate aceste for- 
mulări reapar cele două condiții fundamentale pentru lo- 
gica formală și pe care noi am convenit să le numim ,,coor- 
donate ale logicii formale” [1]. 

Le presupunem fără a le formula explicit. 

lată cîteva formulări semantice: 

(2) o propoziţie nu poate să fie adevărată şi să nu fie ade- 
vărată ; 

(3) o propoziție nu poate să fie adevărată şi falsă; 

(4) o propoziție nu poate să fie adevărată împreună cu 
negația sa; 

(5) fie o propoziţie b astfel că b æ d (se implică reciproc) 
este imposibil ca a şi b să fie ambele adevărate; 

(6) este imposibil ca a şi ă să fie echivalente. 

Fiecare din aceste formulări poate fi supusă discuţiei în 
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vederea unor precizări datorită faptului că termenii de 
„„propoziție”, „adevăr” „fals”, ,negație”, „echivalență” 
pot fi la rîndul lor precizaţi aşa cum se va vedea în capito- 
lele următoare. 

Putem da formulări pur logice, formalizate sau nu: 

(7) unui subiect este imposibil să-i revină și să nu-i revină 
același predicat; 


(8) a&ã; Yx(F(x) & F(x)) 

Nu e lipsit de importanță să remarcăm utilizarea termenu- 
lui modal „imposibil” în formulările intuitive (nesimbolice). 
Necontradicția (consistenţa) este, după curn se ştie, cea 
mai importantă proprietate a sistemelor deductive. Preocu- 
parea pentru asigurarea unei asemenea proprietăți este 
prima grijă a teoreticianului, mai ales că în ştiinţă ca și 
în viața de toate zilele contradicţiile logice ne pîndesc la 
tot pasul. 

Opusul. ne- contradicției. -este contradicția formală. Avem 
„contradicție formală ori de cîte ori ne aflăin în situația de 
a aserta (ca adevărate, demonstrate) atît propoziţia cît 


şi negația ei, pe scurt: 

-aşiă 

-a=ă 

sînt formulările cele mai generale ale unei contradicții. 
(Aici echivalența trebuie luată, în sens intuitiv de infe- 
rență reciprocă.) Am spus mai sus „ori de cîte ori ne aflăm 
în situația de a aserta“ însă putem nuanța aceasta astfel: 
„Ori de cîte ori a şi d ni se impune cu aceeaşi tărie logică” 
(ultimul termen se cere, evident, precizat). 

Este important să nu confundăm contradicția cu simpla 
„imposibilitate de alegere” la un moment dat. De exemplu, 
propoziţiile „există viață pe planeta Marte” și „nu există 
viață pe planeta Marte” sînt două propoziţii care se contra- 
zic, dar n-am avea contradicţie decît dacă cineva le-ar 
aserta deopotrivă fie din greșeală, fie din faptul că ele ar fi 
deduse cu aceeași forță logică în cadrul unei teorii. 

În exemplul nostru cele două propoziţii se află în situația 
egală „de a nu exista suficiente argumente” nici pentru a 
respinge pe vreuna, nici pentru a o aserta. Ambele sînt 
ipoteze (nici  asertate, nici respinse). Expresia „a = ã“ 
determină logic o clasă vidă. De remarcat este însă că nu 
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totdeauna propoziția este confruntată cu opusa luată în 
formă directă (negativă), opusa unei propoziţii afirmative 
poate avea de asemenea forma afirmativă, de ex.: 

XI >y şi x sy 

sînt contradictorii deşi după formă nu ne dăm imediat 
seama de aceasta (tocmai relativ la acest caz e valoroasă 
formularea (5) a principiului necontradicției). Dealtfel, 
există logici fără negaţie (logica pozitivă, logica lui de 
Griss). 

Uneori contradicţiile sînt mascate sub expresii noționale 
(„în concepte”), distingem în acest caz „concepte contra- 
dictorii” şi „,aserțiuni contradictorii”. 

Este deosebit de important să nu confundăm contradicţiile 
cu aserțiuni de felul acesta: 

„% este şi bun și rău”, 

„materia este și corpusculară şi ondulatorie”, 

„noţiunea este și intensională și extensională”. 

Asemenea aserțiuni, pe care unii le numesc „„,dialectice” 
din cauză că predicate contrarii sînt atribuite aceluiași 
subiect, nu sînt nici pe departe atît de simple pe cît par la 
prima vedere, ele sînt, după părerea noastră, moduri foarte 
concise și sugestive de a exprima idei care, puși în situația 
de a le preciza, se dovedesc a fi foarte complexe. Am ară- 
tat dealtfel că în filozofie acționează „principiul expresiilor 
prescurtate” [2]. 

Termenii „bun” şi „rău”, pentru a ne opri la acest exemplu, 
nu sînt în genere precişi, ci mai degrabă „vagi”, impreciși 
(a se vedea și logica impreciziunii) — nimeni n-ar putea 
determina (defini) o clasă de lucruri despre care ar spune 
„iată clasa tuturor lucrurilor bune (respectiv rele)”! 
Precizarea lor se face în context. Apoi ei mai sînt termeni 
relativi (unul la altul) despre care ştim că sînt „,contrari” 
(că ei conțin o anumită contradicție, fără a se reduce la ea). 
Aserțiunea corespunzătoare va fi şi ea imprecisă, în aşa fel 
că în acest caz nu avem de-a face cu „,propoziţii”! în înțelesul 
obişnuit şi deci nu putem să-i aplicăm normele obișnuite 
de gîndire. Prin aceasta n-am afirmat că sîntem în imposibili- 
tatea de a le supune unei analize logice. Va trebui după 
părerea noastră să revizuim ideea de „,coordonate logice”. 
Dacă, de ex., „bun” şi „rău” se referă la faptele cuiva noi 
putem spune: „fapta A este bună și rea”, dar precizăm 
imediat „ea este bună întrucît (= din punctul de vedere) 
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şi „ea este rea întrucît (= din punctul de vedere) ... 
Timpul sau punctul de vedere (sau ambele) se pot schimba. 
Nefiind ,absolute”, predicatele „bun” şi „rău” trebuie 
precizate de fiecare dată. Aserțiunea ,x este bun şi rău” 
este imprecisă, eliptică și chiar variabilă. Oricum, ea nu 
poate fi precizată în acest fel: „X este (în același timp şi 
sub acelaşi raport) şi bun şi rău”, această expresie este 
contradictorie. 

Noi cădem în contradicții formale sau intenționat (aceasta 
se zice „în mod sofistic'”), sau din simplă neglijență („în 
mod paralogistic'') sau în mod necesar („antinomic”). 
Ne interesâază desigur depistarea şi eliminarea contradicții- 
lor în diferite doinenii de activitate. Un jurist nu poate 
permite martorului să rămînă în stare de contradicție, 
un diplomat caută contradicții în gîndirea interlocutorului 
ş.a. Pe noi ne interesează contradicţiile care survin în 
„construcțiile teoretice” (științifice, filozofice). 

Conform cu legea logică „o contradicție implică orice ( = şi 
adevărul şi falsul”), construcți Gretică în care apare 
contradicția îşi pierde capacitatea de decizie, adică puterea 
de a deosebi între adevăr şi fals. Tocmai de aceea necontra- 
dicția este o proprietate fundamentală a teoriilor, iar grija 
oamenilor de ştiinţă este să evite contradicţiile, să asigure 
teoriile împotriva contradicțiilor. Cum se elimină contra- 
dicțiile formale obișnuite? Dacă avem două propoziții a şi 
b care se contrazic şi pe care cineva le asertează deopotrivă, 
vom decide care dintre ele este adevărată și vom respinge 
pe cea falsă. Contradicția va persista cîtă vreme nu vom 
face o alegere logic întemeiată şi nu se renunță (dacă acest 
lucru e posibil) voluntar la asertarea ainbelor propoziții. 


Uneori contradicția este ascunsă. Dacă o propoziţie a duce 


la o contradicție (b şi b) atunci noi vom respinge propoziția 
ca fiind falsă. 

Nu întotdeauna lucrurile se prezintă așa de ușor. Cazul cel 
mai dificil este al aşa-numitelor antinomii (= paradoxe 
logice) pe care le vom studia în continuare. 


Ce este un paradox sau o antinomie? În ultima vreme ter- 
menii sînt utilizați aproape în egală măsură așa că alegerea 
făcută de noi în titlu este arbitrară. Va trebui să vorbim 
în genere de „antinoinii”” (conform cu alegerea făcută) 
dar în speță pentru diferite antinomii vom utiliza şi ter- 
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menul de paradox (aşa cum s-a și făcut în istoria logicii 
şi matematicii). 

Termenul „antinomie” vine din latinește şi este format din 
cuvintele „anti” (opus) şi „nomos” (lege), iar „„paradox” 
provine din limba greacă „,para” + „doxa” (= dincolo 
de opinie, contra opiniei, dincolo de rațiune). „i, 
Grecii antici au fost aceia care au descoperit diferite còn- 
tradicții logice pe care n-au putut să le soluţioneze. Sînt 
vestite „paradoxele lui Zenon”, paradoxele descoperite 
de școlile mici socratice (ex. paradoxul grămezii, paradoxul 
chelului), paradoxele mincinosului, dilema crocodilului 
ş.a. 

Zenon, de exemplu, căuta să arate că conceptul de „,„miş- 
care” duce la contradicții (paradoxe). Explicaţia acestor: 
contradicții nu este nici astăzi satisfăcătoare. În ce mă. 
privește nu cred într-o soluție matematică, problema este 
de metaştiință în cel mai bun caz. S-ar putea da două 
explicaţii : 

1) imposibilitatea de a reproduce mişcarea fizică prin 
simple raționamente logico-matematice ; 

2) imposibilitatea reducerii continuului la discontinuu. 
De aci: ipoteza mișcării fizice (în înțelesul strict) trebuie 
luată ca postulat (independent), la fel cum ipoteza continuu- 
lui trebuie luată ca postulat independent (v. Cohen). 
Respectivul paradox al lui Zenon (,,Ahile şi broasca țestoa- 
să”) arată că nu putem obține continuul (mişcării) din 
discontinuități (momente). În ce priveşte paradoxul 
grămezii”” (respectiv paradoxul chelului) el nu poate fi 
soluționat decît presupunînd că avem de-a face cu concepte 
de o natură specială (mulțimi vagi, imprecise ori statistice) 
şi că operațiile de gîndire trebuie făcute în conformitate 
cu natura specială a conceptului. | 

S-a vorbit și se vorbeşte mult de „paradoxul mincinosului”!. 
Acesta are două formulări antice” principale — formularea 
lui Epimenide și formularea lui 'Eubulide. Vom vedea 
că în sensul strict al cuvîntului ele nu sînt paradoxe. Se 
zice că Theophrast şi Chrisippos au scris o mulțime de 
tratate despre „,mincinos” (WYev3ouevog). Aristotel a 
tratat paradoxele ca pe sofisme, iar Chrisippos câ”pe pro- 
poziții fără sens. 

Evul mediu a reluat studiul paradoxelor dînd între altele 


formulări exacte pentru paradoxul mincinosului. În tra- 
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tatele medievale paradoxele erau numite „,insolubilia”'. 
Petrus Hispanus, I. Buridan, Albert Saxonul, Paulus 
Nicolaus Venetus sînt cîteva nume de autori preocupaţi 
de paradoxe. 

Albert Saxonul dă 14 variante ale „„mincinosului”, iar 
Paulus Venetus enumeră 15 soluţii. Soluţiile date de scolas- 
tici sînt mai degrabă sugestii interesante, ele nu sînt dezvol- 
tate sistematic și nu pot fi considerate satisfăcătoare. 
Galileo Galilei a sesizat şi el un „„paradox” relativ la pro- 
poziția „întregul este mai mare decît partea”, anume că 
şirul numerelor naturale poate fi pus în corespondență 
biunivocă cu o parte a sa, de exemplu, cu șirul numerelor 
pare. 

I. Kant dezvoltă teoria antinomiilor filozofice. Această 
teorie a fost revizuită în direcția dialecticii (idealiste) de 
către Hegel, ca teorie a contradicţiilor. La rîndul său dialec- 
tica hegeliană a contradicțiilor a fost prelucrată în direcția 
„materialismului de către Marx, Engels şi Lenin. Prin de- 
'finiție „antinomiile” lui Kant coincid cu paradoxele însă 
el a făcut o apropiere nu cu genul de paradoxe de care ne 
vom ocupa noi ci cu „,„paradoxele lui Zenon” (aponile). 
În epoca contemporană studiul paradoxelor a fost reluat 
cu o deosebită intensitate. Dacă pînă în sec. XIX ele puteau 
fi considerate ca simple jocuri de rațiune, piatra de încer- 
care pentru capacitatea de analiză și rezolvare, în sec. 
XIX studiul lor este impus chiar de dezvoltarea matematicii 
şi a logicii. O sarcină de-prim rang care stătea în fața mate- 
maticienilor din sec: XIX era construirea matematicii ca 
un sistem unitar și necontradictoriu, cu alte cuvinte „,fun- 
damentarea matematicii”. O încercare în acest sens a fost 
sistemul logico-aritmetic al lui Frege, o alta teoria mulți- 
milor a lui Georg Cantor. Sistemele acestea operau cu noți- 
uni atît de abstracte (ex. noțiunea de ,„mulțime”) încît 
se poate spune că ele erau din principiu predispuse anu- 
mitor pericole. S-a constatat îndată că sistemele lui Frege 
şi Cantor erau afectate de contradicții adînci în care s-a 
recunoscut îndată legătura cu vechile paradoxe. În 1895 
matematicianul italian Burali-Forti descoperă în teoria 
lui Cantor paradoxul celui mai mare ordinal, iar Cantor 
însuși dădu peste un paradox analog („paradoxul mulțimii 
tuturor mulțimilor”). În 1902—1903 B. Russell consti- 
tuie paradoxul tuturor mulțimilor care nu se conțin, iar 
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Zerimelo a găsit un paradox asemănător cu cele formulate 
de Cantor şi Russell. Diferite forme populare au fost date 
paradoxului lui Russell de către Russell însuşi, F. Gonseth 
(1933), G. Mannoury (1936). 

J. “Richard: (1905) a descoperit paradoxul definibilițăţii 
finite Care pune la îndoială posibilitatea de a rezolva la 
nivelul limbajului ceea ce nu se putuse rezolva la nivelul 
abstracțiilor. Alte paradoxe au fost descoperite de Grelling, 
Berry, König, Finsler, Skolem, Shen ş.a. Diferite soluții 
au fost propuse de către Russell, Hilbert, Brouwer, Boci- 
var, Tarski ş.a. Esenţial a fost că dintr-o problemă logico- 
filozofică antinomiile “ăi “devenit o problemă logico-mate- 
matică. y să cină Îi 

Să revenim acum la solu aea de parador Există mai multe 
definiții ale termenului (din care unele pot fi considerate 
echivalente). 

(1) Paradox = contradicție formală dedusă într-un sistem 
teoretic (definiție relativă la sistem). 


(II) Paradox = contradicţie între două propoziții a şi b 


astfel că a a b, din presupunerea lui a rezultă b, iar din 
presupunerea lui b rezultă a. 

(III) Paradox = propoziția din care se poate deduce o 
contradicție (în sensul (II)). 

(IV) Paradox = contradicție formală irezolvabilă cu mij- 
loacele logice de care se dispune la un moment dat. 

Strict logic vom folosi definițiile I—III, în sens filozofic 
vom utiliza şi definiția IV. 

Există şi două accepții ceva mai speciale. 

(V) O propoziţie adevărată care prin încercarea de a o 
demonstra într-un sistem se ajunge la contradicție (vezi 
„paradoxul lui Gödel”). 

(VI) O contradicție între două propoziții ambele adevă- 
rate dar luate într-un context nepotrivit. În acest sens 
utilizează Marx termenul „,paradox” relativ la contradic- 
țiile economiei clasice burgheze. Notăm o anumită ambigui- 
tate sistematică în utilizarea termeniilui : tincori este apli- 
cat direct contradicției, alteori expresiei, propoziției sau 
conceptului care conțin contradicția, iar alteori întregii 
desfășurări a contradicției. Vom spune că o propoziţie 
care implică un paradox este paradoxală, analog despre 
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un concept. Nu orice propoziţie contradictorie este şi para- 
doxală. (Vom reveni ulterior asupra clasificării propoziții- 
lor din acest punct de vedere.) 


2. PRINCIPALELE ANTINOMII 


(1). Paradoxul mineinosului. Ceea ce s-a numit în antichi- 
tate „paradoxul mincinosului” în varianta Epimenide 
vom vedea că, în ciuda renumelui şi îndelungatei circulații 
sub acest înţeles, respectiva formulare nu este un paradox, 


ci doar un paradox aparent (pseudo-parados).. Critica aces- 
tei aa se piete în Reen Eee este evident că 
schimbarea în mod tacit a formulărilor a avut în vedere 
neajunsurile respectivei enunțări. 

lată formularea. Cretanul Epimenide spune: „toți cre- 
tanii sînt mincinoşi”!. Ce-a spus Epimenide, adevărul sau 
minciuna ? 

Aparent raționamentul decurge astfel: dacă presupunem 
că a spus adevărul atunci Epimenide fiind şi el cretan în- 
seamnă că e mincinos deci a spus (nu adevărul, ci) 
minciuna. 

Totuşi raționamentul nu e corect (şi se înțelege că conform 
cu definiția I—III, el chiar şi aşa nu e paradox — contra- 
dicția obţinîndu-se numai în presupunerea „de adevăr”). 


Prima obiechie. Înţelesul termenului „mincinos” nu a fost 
precizat şi Este luat în mod tacit (dar nejustificat) ca 
identic cu falsul. Termenul „,„mincinos” se aplică de obicei 
la caracterul cuiva, dar el se poate aplica şi, de fapt aceasta 
este prima utilizare, relativ la propozițiile spuse de cineva 
prm na” sau „propoziții mincinoase”). Propozițiile re- 
eritoare la caracter sînt propoziții-statistice, ele reflectă 
o tendiiiță (ex, tendința de a spune minciuni ürfoarte multe 
cazüři); dar ele nu sînt universale (este imposibil ca un om 
să mintă absolut în toate cazurile). 

Un „enunţ mincinos” înseamnă 1) un enunț fals şi 2) un 
enunț pronunțat de cineva care cunoaşte adevărul dar 
spune în mod intenționat falsul şi 3) falsul altfel spus consti- 
tuie o încălcare a unui cod moral față de care individul 
respectiv este angajat. 

Să presupunem că „minciună = fals”. În acest caz am 
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ajunge la concluzia paradoxală că acei savanţi care au for- 
mulat ipoteze false au spus minciuni (ceea ce, evident nu 
convine utilizării obișnuite a cuvîntului). 
Să presupunem că ar fi satisfăcute doar condiţiile 1) şi 2). 
n acest caz, multe glume spuse de artiști sau propoziţii 
din literatură ar fi minciuni (ceea ce iarăși contravine utili- 
zării obişnuite a cuvîntului). 
Există, adevărat, o utilizare slabă doar în sensul condiţiilor 
1) şi 2), dar aceasta nu este ea însăşi o utilizare în sens 
prim, ci mai degrabă în sens secund (,,un fel de minciună”). 
Un prizonier care dă cu privire la trupele sale informații 
false inamicului nu poate fi etichetat decît în mod tenden- 
tios drept „„mincinos” (în sens de „acum spui o minciună”), 
căci el nu are responsabilitate moral-juridică față de codul 
de norme al inamicului şi nici față de o eventuală ‚morală 
universală”? care ar veni în conflict cu codul de norme 
morale şi juridice la care prizonierul a aderat. Despre acest 
prizonier putem spune doar că „nu spune adevărul”, ‚ne 
induce în eroare”, dar nu putem spune în sens prim (fără 
a fi tendențioşi) că e mincinos (adică, în sens mai general, 
imoral). Nu avem responsabilitatea etico-juridică decît 
față de codul la care am aderat. 
Tot într-un sens secund trebuie înțeleasă şi afirmația din 
domeniul medicinei că „medicului îi este permisă uneori 
minciuna în scopuri umanitare”. În realitate, în sens strict, 
medicul nu trebuie să facă nimic din ce ar putea dăuna 
bolnavului (dimpotrivă) şi, prin urmare, spusele sale avînd 
o valoare umanitară nu pot fi calificate drept minciuni, 
ele sînt ceva în genul propozițiunilor artistului, în cazul 
de față „cuvinte încurajatoare”. 
Importanţa distingerii între fals şi minciună în sens riguros 
este deosebit de importantă în drept unde calificativul 
„mincinos” poate avea consecințe dure. Un martor poate 
să spună falsul fără a fi mincinos. Într-adevăr, este de ajuns 
o iluzie optică, un defect al vederii (vezi filmul american 
„Doisprezece bărbaţi înfuriați””) pentru ca martorul să-şi 
fi făcut o impresie falsă pe care o transmite în fața judecății 
fără a avea habar că acesta este un fals. Acesta nu este un 
martor mincinos şi deci nu poate fi pedepsit. 
Am discutat despre prima aplicație a termenului „,minci- 
nos”. 
Vom spune că un individ este mincinos (sub aspectul 
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caracterului) dacă el are tendința (majoritară sau oricum 
caracteristică) de a spune „minciuni? (= enunțuri minci- 
noase), adică dacă „există suficient de multe enunțuri 
mincinoase pronunțate de individul respectiv”. Conceptul 
„mincinos” raportat la caracter este vag, iinprecis, statis- 
tic, el nu determină o clasă în mod precis (a se vedea logica 
impreciziunii). 


“A doua obiecție, Aceasta decurge din prima. Conform cu 
cele de mai sus enunţul lui Epimenide nu este o propoziție 
în sens strict, ci o „propoziție deschisă” ( = o funcție pro- 
pozițională) — el nu precizează dacă cretanii mint tot- 
deauna (lucru imposibil după cum am văzut), uneori 
(de cele mai multe ori, suficient de mult) sau o singură 
dată (situație practic vidă). El cuprinde o variabilă necuan- 
tificată. Variabila poate fi raportată la mulțimea enun- 
țurilor formulate de fiecare cretan în parte sau la mo- 
mentele în care a formulat enunţul (deci poate fi „„pro- 
pozițională”” sau „temporală? — situaţii care-și corespund 
exact extensional). 

Din situațiile singulare şi particulare noi nu putem conchide 
nimic cu privire la enunţul lui Epimenide. 

Să presupunem însă cazul universal (prin imposibil): 
Cretanul Epimenide spune „orice enunț cretan (= spus 
de un cretan) este mincinos”. În acest caz s-ar obține în 
presupunerea „de adevăr” că şi acest enunț este ,minci- 
nos”, deci nu adevărat cum s-a presupus. Dacă dimpotrivă 
vom presupune că enunţul lui Epimenide este mincinos, 
aceasta va implica (conform cu definiția acestui termen) 
„enunţul lui Epimenide este fals”, deci „orice enunț cre- 
tan este mincinos” este fals, deci, prin pătratul logic, „une- 
le enunțuri cretane nu sînt mincinoase”. Acest ultim enunț 
este adevărat (empiric) şi nu ştim (empiric) dacă printre 
acestea ar putea să se afle şi cel al lui Epimenide, iar logic 
conchidem că nu se poate afla — deoarece duce la contra- 
dicție, conchidem (prin absurd) că el nu poate fi adevărat. 
În ce priveşte caracterul lui Epimenide, chiar dacă acest 
enunţ este mincinos, nu s-ar putea deduce dintr-o singură 
propoziție mincinoasă spusă de cineva că acel ins este 
mincinos. 


A treia obiecţie. Nu este indiferent modul în care punem 
întrebarea în legătură cu enunţul lui Epimenide. Într-ade- 
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văr, noi o putem formula și efectiv este formulată în litera- 
tură în mod deosebit. 

1) Este enunţul lui Epimenide adevărat sau mincinos? 
2) Este adevărat sau fals? 

3) Este mincinos sau nu este mincinos ? 

În primul şi al doilea caz situația se desfășoară în mod 
asemănător, cu aceeași concluzie. 

În cazul trei pentru prima presupunere concluzia e la fel 
cu cea din cazul 1), în presupunerea „enunţul nu este minci- 
nos”? lucrurile se complică. 

Predicatul mincinos fiind o conjuncție de trei predicate 
„fals & intenţionat & contra codului propriu” — pe scurt 
FIC — negația acestui predicat nu duce la vreo concluzie 
precisă în legătură cu enunţul lui Epimenide. 

Din „X nu este FIC” noi putem conchide conform cu legea 
lui de Morgan (relativă la negarea conjuncției): 

„A este F sau I sau C”. 

Deci un enunţ cu un mare grad de indecizie (cum este un 
enunț disjunctiv). În continuare mai putem raționa pe 
cazuri, dar nu există nici o prioritate şi deci numai prin 
alegerea unei premise suplimentare din cele pe care ni le 
permite disjuncția am putea reduce cazul acesta la cazul 
2). 

În nici unul din cazurile 1), 2) sau 3) nu ajungem la para- 
dox, ci la o contradicție (autocontradicţie) care se poate 
soluţiona simplu, sau la o stare de indecizie (v. presupune- 
rea a doua din cazul trei). Înlocuirea predicatului „„minci- 
nos” cu „,fals” ar duce la formularea : „orice enunț cretan 
este fals”, ceea ce se rezolvă prin absurd conchizîndu-se 
că la rîndul său acest enunț este fals, dacă opusul său 
este adevărat. 


Am insistat cu analiza asupra acestei formulări din două 
motive — există încă destui autori care dau respectiva 
formulare drept paradox, apoi cazul prezintă un anumit 
interes pentru disciplinele deontice (analiza normelor şi valo- 
rilor enunțurilor în drept și morală). 

Anticii Me-ai “lăsat şi formularea lui Eubulide : „Eu mint” 
(sau mai precis „Eu acum mint”). Această fârmulare, pre- 
supunînd că s-a precizat cine pronunță propoziția, scapă 
de obiecţia a doua însă nu de obiecțiile relative la termenul 
„„mincinos”. 
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Formulări precise. Există foarte multe formulări precise 
date în evul mediu sau în epoca contemporană așa încît 
putem vorbi de „clasa paradoxelor mincinosului”. 

Iată o formulare ad-hoc (inspirată de una dată de Lukasie- 
wicz) : 

(x) ** propoziția aflată între steluțe pe această pagină este 
falsă**. 

Se pune întrebarea, cum este această propoziție, adevărată 
sau falsă. Supoziție. Propoziția (x) este adevărată. Aceasta 
înseamnă că este adevărat ce spune propoziția „anume 
faptul că e falsă”, or, conform cu regula semantică: este 
adevărat că „a este fals” = a este fals, noi conchidem că 
propoziția (a) este falsă. 

Supoziție. Propoziția (a) este falsă. Aceasta înseamnă că 
este fals ceea ce spune propoziţia, adică „faptul că e falsă”, 
deci conform cu regula : este fals că „a este fals” = a este 
adevărat, conchidem că propoziția (œ) este adevărată. În 
concluzie avem contradicția : 

Adevărat (a) e Fals (a). 

Dilema crocodilului. Este un paradox înrudit cu cel al 
mincinosului deşi prezintă o importanță particulară asupra 
căreia nu s-a atras încă atenția. 

Un crocodil răpeşte un copil. Tatăl vine şi își cere înapoi 
copilul. Crocodilul promite să i-l dea cu condiția să ghicească 
„ţi-l voi da sau nu ţi-l voi da ?”. 

Tatăl spune: „nu mi-l vei da!” Ce decizie trebuie să ia 
crocodilul? Dacă se presupune că tatăl a ghicit, atunci 
crocodilul trebuie să-i înapoieze copilul dar acest fapt e 
în contradicție cu propoziția și deci ar însemna că tatăl 
n-a ghicit. 

Dacă se presupune că tatăl n-a ghicit atunci crocodilul 
trebuie să nu-i dea copilul, dar acest fapt vine în contra- 
dicție cu enunţul tatălui şi deci tatăl a ghicit. 

După părerea noastră importanța particulară a acestui 
paradox constă în aceea că el e un paradox decizional al 
teoriei acțiunii. 

Paradoxul arată că crocodilul nu poate lua nici o decizie 
fără a se contrazice. Mai general, se pune problema formu- 
lării „clauzelor” fără a ajunge la contradicție. 
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(2) Paradoxele mulțimilor 


Paradoxul lui. Burali-Forti. Conform cu una din teoremele 
lui Cantor orice serie bineordonată are un număr ordinal 
și toate ordinalele pot fi puse în ordinea mărimii lor. Mai 
departe, fiecare serie bine ordonată de ordinale are un 
număr ordinal care este cu | mai mare decât cel mai mare 
ordinal din serie. Dacă noi imaginăm acum mulțimea tutu- 
ror ordinalelor puse în ordinea mărimii și notăm cel mai 
mare ordinal cu œ atunci numărul ordinal al mulțimii va 
fi o + 1, respectiv cu | mai mare decît cel mai mare ordi- 
nal din mulțime. 

Dar, deoarece această mulțime include toate ordinalele, 
este o contradicție a spune că există un ordinal mai mare 
decît cel mai mare ordinal din serie. 


Paradoxul lui Cantor. Se dau următoarele două teoreme 
din teoria “mulțimilor a lui Cantor. 

(a) Pentru orice mulțime M este adevărat că numărul 
cardinal al mulțimii M (notat M*) este mai mic decît nu- 
mărul cardinal al mulțimii potențiale P(M) (deci M*< P 
< P(M*)): 

(b) Dacă o mulțime M este conținută într-o mulțime N 
atunci 

M* < N* 

Fie K mulțimea tuturor mulțimilor. 

Conform cu (a) vom avea: 

(c) K* < P(K)* 

Conform cu definiția lui K (= mulțime a tuturor mulțimi- 
lor) avem: 

(d) P(K) C K 

Deci conform cu teorema (b): 

(e) P(K) C K — P(K)* < K* 

Din (e) și (d) prin modus ponens se obține: 

(f) P(K)* < K* 

Dar (f) este tocmai negația lui (c) (căci x <y = x > y) 
şi deci am dedus o contradicție. 

„Pavadoxele lui Russell. 

a) Vom numi normale mulțimile care nu se conțin ca ele- 
ment şi nenormale pe cele care se conțin ca element. Astfel, 
mulțimea non-creioanelor este un non-creion (şi deci se 
conține ca element), ea este nenormală, dar mulțimea 
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creioanelor nu este ea însăşi un creion, deci e normală. 
Conform cu terțul exclus avem situația 

Vz(z eNvx e N) 

Cum este „mulțimea tuturor mulțimilor normale” (= a 
celor ce nu se conțin)? Fie NU o asemenea mulțime. 
Supoziţie. NU se conţine ca element. Cum condiția fiecărui 
element din NU este de „a nu se conține ca element” 
rezultă că întrucît NU se conţine ca element, el nu poate 
fi element al mulțimii NU şi deci NU nu se conţine. 
Supoziție. NU nu se conține ca element. Deoarece condiția 
fiecărui element din NU este de „a nu se conține” şi NU 
satisface această condiție, rezultă, dimpotrivă, că NU se 
conține. 

b) Corespunzător acestui paradox al mulțimilor Russell 
formulează un paradox intensional, 

Dividem predicatele în două: cele care se aplică: sieşi 
(predicabile) şi altele care nu se aplică sieşi (impredica- 
bile). 

Cum este impredicabil? Presupunînd că este predicabil 
aceasta înseamnă că se are pe sine ca proprietate, deci este 
impredicabil, dimpotrivă, presupunînd că este impredi- 
cabil aceasta înseamnă că se respinge pe sine ca proprie- 
tate şi deci (nefiind impredicabil) este predicabil. 
Paradoxele lui Russell au primit și forme mai populare: 
'paradozul bărbierului (Russell), paradoxul primarilor 
(Mannoury), paradoxul cataloagelor (Gonseth). 


Paradoxul lui Richard. Fie mulțimea zecimalelor care pot 
fi definite cu ajutorul unui număr finit de cuvinte dintr-o 
limbă I, (ex. limba română). Această mulțime (E) este 
infinită, numărabilă şi ordonată: 

(E) {2r ate -oes On +.) 

Definim un număr zecimal N astfel: „K fiind a n-a zeci- 
mală din x — noi construim numărul N astfel că el are 
pe zero ca parte întreagă şi pe k + l ca a n-a zecimală 
(sau O dacă k = 9)” 

Face sau nu face N parte din (E)? 

Deoarece N diferă la a n-a zecimală de orice număr zecimal 
din mulțimea considerată, el nu aparține acestei mulțimi, 
pe de altă parte, el fiind definit într-un număr finit de 
cuvinte este necesar să facă parte din (E). O variantă in- 
teresantă a fost dată de Mostowski, o alta de Carnap. 
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Paradoxul lui Berry. Formăm o clasă de numere astfel că 
fiecare număr poate să fie denumit cu un număr m de sila- 
be, unde m > n (un număr dat) sau m < n. Fie n = 30. 
Fie apoi cazul m < n. 

Construim expresia: „cel mai mic număr care nu poate 
fi denumit în mai puțin de 30 de silabe”. Această expresie 
are 26 de silabe (adică 26 < 30) şi deci el va face parte din 
clasa noastră, pe de altă parte, conform cu definiția, el 
nu poate fi denumit astfel şi deci nu va face parte din res- 
pectiva clasă, 


Paradoxul lui Grelling. Considerăm clasa adjectivelor. 
Unele vor avea proprietatea pe care o desemnează (autolo- 
gice), altele nu vor avea proprietatea pe care o desemnează 
(heterologice). De ex. cuvîntul „,pentasilabic”” este penta- 
silabic şi deci autologic, dar cuvîntul „,trisilabic” nu este 
trisilabic şi deci este heterologic. Se pune întrebarea cum 
e cuvîntul „,heterologic” (Se raționează analog cu cazul 
paradoxului impredicabilului.) 


3. GRUPAREA ANTINOMIILOR 


În cele de mai sus am expus în mod intuitiv.principalele 
antinomii. Cum numărul lor este destul de mare se pune 
fireşte problema clasificării lor. Ramsay a încercat o ast- 
fel de clasificare şi anume în „antinomii logice” (antinomiile 
lui Cantor, Russell ş.a.) şi „antinomii epistemologice” 
(Mincinosul, Richard ş.a.). Ulterior ele au fost împărțite 
în „sintactice” şi „semantice” (ceed ce voia să fie o altă 
terminologie pentru clasificarea lui Ramsey). Termenii 
„„logic” şi „epistemologic” nefiind suficient de bine definiți 
clâsificarea lui Ramsey, cel puțin din aplicații nu mi se 
pare nici clară, nici acceptabilă. Nu este clar de ce trebuie 
să numim „,logică” antinomia lui Cantor şi de ce să numim 
„epistemologică” antinomia lui Richard. Nici clasificarea 
în „sintactice” şi „semantice? nu este fără reproş, avînd 
în vedere sensul precis al acestor termeni. Pe de o parte, 
nu e clar de ce să numim „sintactice” antinomiile mulți- 
milor, iar pe de altă parte, fiecare antinomie poate fi studia- 
tă (expusă) pur sintactic sau semantic (în sensul precis 
al cuvintelor). 
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Preferăm de aceea să vorbim de o grupare nu de clasificare, 
gruparea nefăcîndu-se neapărat după „criterii precise de 
clasificare”, ci după criterii de diferite feluri (ex. înrudirea 
antinomiilor, relațiile logice dintre ele ș.a.). Vom adopta 
următoarea grupare: 

A) Antinomii ale conceptului de „mulțime? (Cantor, 
Russell, Burali-Forti, Shen ş.a.). 

B) Antinomii de tip Richard (Richard, Berry, König, 
Finsler ş.a.). 

C) Antinomii de tip Grelling. 

D) Antinomii de tip „„Mincinosul” (Buridan, Crocodilul 


4). 
\EY Antinomii aparente (Skolem, Gödel, paradoxele impli- 
cației ș.a.). RE 
Considerîndu-le pe rînd vom expune noi antinomii în formă 
intuitivă sau formalizată, precum şi diferite variante ale 
uneia și aceleiaşi antinomii. În acest fel cititorul va avea 
o imagine aproape completă asupra temei în cauză. 


TA] A mtimomile conceptului de „„mulțime”. 


"Antinomia lui Cantor este formulată şi în alt mod de către 
Kleene. Pentru a o expune avem nevoie de ideea de „sumă 
a mulțimilor” corespunzătoare unei mulțimi M şi de o 
teoremă relativă la această i dee. Fie M o mulțime de mulțimi 
şi A o mulţime oarecare element al lui M. Mulțimea tutu- 
ror elementelor care aparțin elementelor A din M se va 
numi „suma mulțimilor” care aparțin lui M, simbolic SM. 
Teoremă. Dacă M este o mulțime de mulțimi şi dacă pentru 
fiecare element A din M există un element A' în M astfel 
că A* < A'* atunci A* < SA* pentru orice A din M. 
Considerăm K mulțimea tuturor mulțimilor. Pentru orice 
M m K există un element M' anume UM, astfel că M* < 
< să 

Conform cu teorema de mai sus rezultă de asemenea M* < 
< SM* (pentru orice M din K). Prin definiţie, SMe K. 
ni SM este chiar K atunci SM* < SM* (ceea ce e logic 
als). 

Tot Kleene arată că se poate obține o contradicție cu SM 
dacă luăm în calitate de K mulțimea tuturor puterilor (a 
se vedea „puterea mulțimii”), iar în calitate de M mulți- 
mea care conține pentru fiecare putere o mulțime A de 
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această putere. (Noţiunea de „mulțime de elemente arbi- 
trare” poate fi precizată, așa cum a făcut Gentzen (1936), 
în acest fel paradoxul se obține în condiții mai tari.) 
Kleene arată că paradoxul lui Russell se poate deduce din 
paradoxul lui Cantor — ceea ce vor reda mai jos. 

O foarte concisă variantă a paradoxului lui Cantor o dă 
Quine (Set Theory and tts logic). | 
Introducem notaţiile „a < B” (incluziunea), „a = B”? (a 
nu are mai mulți membri decît 6) şi „œ < B” pentru 
»~(B < a)” (unde ,„,-—” este semnul negaţiei). 

Fie apoi l definit astfel: U={z|z = 2}. 

Se porneşte de la teorema lui Cantor « < {x|x S at 
(„orice clasă are mai multe subclase decît membri”). 
Extinzînd această teoremă la % obținem 

U< {xx E U} 

ceea ce prin prescurtarea părții din”dreapta dă U < U (for- 
mulă carë este paradoxală). 


Formalizarea lui Kutschera. Kutschera dă o formalizare 
complexă şi integrală antinomiei lui Cantor. Fiind instruc- 
tivă pentru analiza formală a antinomiilor vom reproduce 
expunerea lui Kutschera (dealtfel ne vom întîÎlni cu rezul- 
tatele sale şi în cazul altor antinomii). Se dau definițiile 
incluziunii (~ C B), reuniunii («x U B), intersecţiei (« N B), 
clasei universale (V), clasei vide (A), clasei singulare {æ}, 
echipotenței (E(«,ß)), numărului cardinal (K*(a) = 
= ME(x, «)), relației <, mulțimii potențiale (P(«)), mulți- 
mii tuturor numerelor cardinale (K). Nu am reprodus decît 
definiția numărului cardinal (K* («)), celelalte le, presupu- 
nem cunoscute cu excepția definiției relației < pe care o 
dăm acum: 

K*(a) < K*(B): = J r(x CBA Elx, a ATIYYA 
A E(y, B)) ti 

(„„ 1” este semnul negaţiei, „„A” semnul conjuncției). Defi- 
nițiile sînt numerotate D, — D, exact în ordinea în care 
am indicat conceptele definite. 

Uimează apoi o serie de teoreme: 

Ti VrYy(K*(x) = K*(y)= E(x, y)) (decurge din Ds) 
B O Cora Ela, RACV ATA 
= Y t 

Ta. Vx(x CKA 1 dy(yezxAvz(z ex Dz<yVvz2= 
=y) D Iy (y e KA Vvz(r exDz <y))). 
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Ti VxIy(K*(x) < K*(y)). 
Tg. "IE(b, P(b)). 

Apoi avem o serie de propoziții : 
a) axJy(y e bA x = {y} C P(b)) 
b) E (b,axăy(ye ba x= {y})) 

c) ax(x C P(b) A E(x, b) 

d) K*(b) = i ati y K*(b) < K*(P(b)) 

e) K*(b) < K*(P(b)) 

Deoarece b este o mulțime oarecare are loc: 

Te- Yx(K*(x) < K*(P(x)) şi deci 

Yx Jy(K*(x) < K*(y)) q.e.d. 

O variantă mai simplă este construită pentru „cardinalul 
mulțimii universale”, 

Din D, urmează: 

1) Yx(x e y) 

2) Wwy Cv) 

3) Py) Cv 

4) Ix(x C VA E(x, P(y))) 

5) [K*(P(v)) < K*(y)] v[K*(v) = K*(P(v)] 

ceea ce contrazice Tę căci relația x < y este asimetrică. 
Considerînd „„mulțimea numerelor cardinale” (K) putem 
da altă formă. * 
Înlocuind pe x cu K în T, obținem K C K şi din T, 

(1) TbwyeKAVz(ze KDz< y)) 

(2) Iy (y e KA Vvz(z'eKkDz <y)) 

(3)' 3y (y €K Ay’ < y'), ceea ce e în contradicție cu 
proprietățile relației x < y. (Aci y' este numărul cardinal 
al lui K.) 


Antinomia lui Russell are o mulțime de variante şi este cea 
ñar Tăspîndită în literatura de logică. Această antinomie 
se reduce după cum arată Kleene la aceea a lui Cantor. 
Kleene nu dă demonstrația de reducere ci doar unele indi- 
cații generale. Conform cu aceste indicații vom da demon- 
strația. 

Se consideră următoarea lemă (deja demonstrată) : 
Dacă S este o totalitate de submulțimi ale mulțimii M şi 
M ~ S atunci există o submulțime T a mulțimii M care 
nu aparține lui S. În alte cuvinte, S nu este chiar P(M) 
şi deci e firesc să existe submulțimi în afara lui S. 

Pe de altă parte, vom produce următoarea limitare a lui 
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M : elementele admise ale lui M sînt Ø (mulțimea vidă) 
sau mulțimi de numere naturale (1, 2, 3...) 
Presupunînd că M este mulțimea tuturor mulțimilor vom 
avea M ~ UM. 

Fie K mulțimea russelliană. Ea se obține dacă în lema 
indicată considerăm M ~ UM în loc de M ~ S, astfel că 
fiecare element din M îşi corespunde sieşi în UM. Pentru 
definirea lui K dăm criteriul de apartenență a elementelor 
la K. (K va juca rolul lui T din lemă.) 

Conform cu relația M ~ UM fiecărui element A al mulțimii 
M îi aparține un element B al mulțimii UM, B fiind o 
submulțime a lui M. Prin urmare, sau A e B sau Ag B. 
Dacă -Ae B atunci A æ K şi dacă Ag B atunci A e 
e K. (Acesta a fost criteriul.) 

În. continuare presupunem, în contradicție cu cele admise 
mai sus, că Ke UM (din raportarea la lemă se admisese 
că mulțimea K este în afara lui UM). 

Alegem elementul A, din M care corespunde lui K (în acord 
cu M ~ UM). 

Aparține sau nu A, lui K? Să considerăm criteriul luînd 
în același timp A, în calitate de A. Deoarece A, corespunde 
lui K atunci în calitate de submulțime B luăm pe K. 
Oricare din alternativele formulate în criteriu duce la con- 
tradicţie : 

a) dacă A, e K atunci A, æ K 

b) dacă A, æ K atunci Ae K 

Or, din relația M ~ UM se știe că fiecare element din M 
îşi corespunde sieşi în UM. Deci A, este chiar K. Deci 
iei a 5 K æ K (prin substituție şi reunirea aserțiunilor 
aj.şi b). > 

Quine la rîndul său a dat o generalizare a antinomiei [ui 
Russell (o expunem după Kutschera). 

Quine consideră mulțimea Ax 7] Iy(y e x A xey) 
Introducem prescurtarea : 

1) a, = àx 7] Jy(y e x Axe y). De aci: 

2) Vx(xe a= l JIy(y ex A x ey). 

Presupunem apoi : 

3) d e d 


1 Limitarea respectivă a fost propusă de Gentzen în Die Widerspruchsfrei- 
heit der reinen Zahlentheorie. 
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Din 2) şi 3) prin eliminarea cuantorului şi substituție: obți- 
nem : 

4) Tăy(ye a, Aa ey). Prin deplasarea negaţiei:. : 

5) Wwy(ye a. D lay). De aci prin eliminarea de V şi 
substituție : 

6) acea D la, e a. Apoi din 3) şi 6) 

7) la E & 
Din 2) şi 7) se obține 

8) Iy(y = a A a, ey). Eliminăm cuantorul 3 după. regula 
calculului natural. 

o b caña eb. Eliminăm conjuncția : 

10) be a, 

11) ae b. Reintroducem conjuncția şi 3: 

12) Tăy(yebAbeyw). Deci: 
13) ae bD T e a, (prin deplasarea negaţiei, eliminarea 
de Y şi substituție). Din 11) şi 13): 
14) bea. Şi, în fine, prin substituție şi introducerea 
conjuncției obținem antinomia 
15) ae a A: I(4 € 41) 
Se pot obține formulări mai complicate dacă se pleacă de 
Ñ definiția 

= Ax T] Iyi... Yn (LEY NYLEY A -.. NYE XV 


a lui Shen Yuting. Pornind de la anumite generali- 
záři ate condiției” definitorii dată mai sus în formularea 
lui Quine, Shen Yuting a ajuns la paradoxe interesante. 
(a) Paradoxul clasei tuturor claselor fundate. 
Fie un şir infinit de mulțimi 4, 43... 2 A, ... (pot să 
nu fie toate distincte între ele) astfel că fiecare mulțime 
începînd cu Á, este element al mulțimii care o precede, 
ceea ce putem pe scurt scrie ... e A4„e...e Áz E Az E Á, 
Vom spune în acest caz că mulțimea 4, este nefundată. 
O mulțime care nu satisface condiția de mai sus (deci care 
nu este nefundată) va fi numită fundată. 
Notăm cu K mulțimea tuturor mulțimilor fundate. Cum este 
K, fundată sau nefundată? 
Supoziție. K este nefundată. Atunci conform cu condiția 
de mai sus există șirul infinit astfel că: 

„„e A, e... e Age AseK 
Rezultă că și A, este nefundată, ceea ce nu este adevărat 
deoarece A2e K, iar K este o mulțime de ... mulțimi 
fundate, deci K este fundată. 
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Supoziție. K este fundată. Atunci Ke K şi deci 
„e AK eKeK 

Prin urmare, K nu este fundată deoarece există șirul cores- 
punzător. 
)(b) Paradoxul clasei tuturor claselor necirculare. Este o 
antinomie asemănătoare cu cea de mai sus. 

Spunem că o mulțime A, este p—circulară dacă există 
mulțimile 4, ..., A, încît să aibă loc 

A,e4„e... e Aze 4, 

Dacă există n care să satisfacă astfel de condiție mulțimea 
este circulară. 

Se pune întrebarea cum este o clasă K a tuturor claselor 
necirculare. Dacă presupunem că este circulară, atunci are 
loc 
Ke A,„e ...e A2ekK. 
Dar A, este necirculară aparținînd lui K, Ag este necircu- 
lară, aparținînd lui A, şi aşa mai departe A, este necircu- 
lară, deci K este necirculară deoarece K e A,„. 
Presupunem că este necirculară. Atunci deoarece K conține 
toate mulțimile necirculare avem Ke K și deci KeK e 
E. EK 
Priu urmare este circulară. 
e) Formularea lui Montague dată primei antinomii a lui 
Shen. Montague a dat o formă diferită acestei antinomii. 
O reproducem după Kutschera. 
Considerăm definiția : 

1) Gla) = Ww(«eyD dz(zevyA 71 3z(zeyA2'e2)) 
Introducem prescurtarea : 
2) a= axG(x) 
3) Vz(xzea= Yy(xey D Jz(zeyA lăz(zeyAz' e2)) 
Acceptăm că are loc: 

4) aea. Din 3) şi din a efa} se obține 

5) Iz(z e {a} A 1 Iz'(z' efa} Az ez). 

n virtutea formulei y e {a} D y =a are loc 
6) 1 Ẹz'(z' efa} A z'ea) ceea ce contrazice pe ae {a} A 
Aaea 

Deoarece (4) duce la contradicție avem 

7) “(a ea) 

Să presupunem. acum că 

8) (a ea). Din 3) urmează: 
9) lyla e y A VzzeyD dz(7eyAz'e2))). 
Fie b un astfel de y, obținem : 
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10) ae b A vz(zebDăAz(zebAz'e2)). De unde:.. 

ll) aeb şi 

12) Vz(ze bD 3z( ebAz ez). Din aceasta: 

13) ae bD az'(ebAzea). 

Conform cu 11) şi 13) 

14) 3z'(z eb Az’ ea). Fie c un astfel de z’: 

15) cebAcea. Apoi: 

17) cea. Din 3) se deduce: 

18) Vy(ceyDăz(zeyA 7] 3z(z'eyAz'e2))). Prin spe- 
cializare : 

19) ce bD 3dz(ze bd A 7 3z (z e bAz'e)). Apoi: 

20) 3z(z ebA T dz(z'ebAze2. 

21) lVz(ze bD 37(z'ebAz'e) ceea ce contrazice pe 
12). Prin urmare presupunerea (8) este contrazisă și deci 
22) asan (aea). 

Avînd în vedere condiția x e y A Vz(zeyD 32(zeyA 
Azez 

a este APT clasa tuturor claselor fundate. 


Analogii ale antinomiei lui Russell (Scholz und Hasenyae- 
ger, GML). Se porneşte de la propoziția 

1) ze (ze x APz eze x APz) A~ (ze xA Pz)er. 

Prin specializare se obţine: 

2) ze î(zexA ze 2) ezexi~xzez. 

Fie apoi definiția : | 

3) t(x) = î(ze x A~ ze 2). Apoi prin 2/t(%) 

4) t(x) e t(x) o t(x) ex A ~ t(x) e t(x) 

5) ~ t(x) = x A ~ t(x) et(x) 

Aceasta este însă o simplă analogie, nu o contradicție [42 ; 
431/432]. 


Forme populare ale antinomiei lui Russell. 

(a) Paradoxul bărbierului (Russell, 1919). 

Se presupune că într-un sat un bărbier bărbiereşte pe toți 
cei ce nu se bărbieresc singuri. Se pune întrebarea : se băr- 
biereşte sau nu pe sine acest bărbier. Orice presupunere 
am face ajungem la contradicții. l 
Notînd relația „x bărbiereşte pe y” cu „xBy” putem da 'o 
formalizare simplă : 


xBy = yBy 
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Prin yjx obținem contradicția 

xBă = xB% A 

!(b) Paradoxul primarilor (Mannoury, 1936). În Olanda fie- 
care municipiu are un primar şi nu există două municipii 
cu același primar. Unii primari nu locuiesc în municipiul 
propriu. Presupunînd că se formează un municipiu exclusiv 
pentru aceşti primari se pune întrebarea unde trebuie să 
locuiască primarul acestui municipiu. Indiferent de presu- 
punere se ajunge la contradicții. 

Se poate formaliza simplu astfel: „Fie x, y, z... primari, a, 
b, c, ... municipii şi M municipiul special. Relaţia ,,% lo- 
cimește în a” o notăm cu „xLa”, iar relația „x este primarul 
lui a° o notăm cu „xPa”. 

Definim : 

xLM = 3a(xPa)& x L a. 

Dacă considerăm pe a ca fiind M atunci obținem 

xLM =x PM &xLM 

Presupunînd +LM avem x PM &xLM şi deci xLM. Din 


xLM obținem 

x PM & xLM 

PM y xLM 

ZPM y xLM ve fina 

Or, este dat că + PM și deci xLM (ceea ce contrazice presu- 
punerea +LM). 

(c) Paradoxul cataloagelor (Gonseth, 1933). 

Se 'poate concepe un catalog care înregistrează toate cata- 
loagele ce nu se înregistrează pe sine. Se înregistrează sau 
nu pe sine acest catalog? 

Se poate formaliza exact ca și paradoxul bărbierului. 








ntinomia lui Burali-Forti. 
Î) Robinson a formalizat această antinomie apropiind-o 
de antinomiile lui Quine şi Shen Yuting. O redăm după 
Kutschera. Se introduc numerele ordinale prin următoarele 
definiții : Da 
D, T(«) = wyz(yezAze «D y e «) (tranzitivitate) 
D, K(a) = Yyz{ye aAzeaDye zyz = y) (conexi- 
tate) Pa 
D; F(o) = Yyy Can My =4) dD dz(zeyAz(y = 

A) 
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D, O(«) = T(a) A K(a) A F(«) (fundare) 
O(a) înseamnă „clasa desemnată de « este un număr ordi- 
nal” 
D; O = àx0(x) (Mulțimea numerelor ordinale) 
Teoreme. 
1) T(0) 
2) K(0) 
3) F(0) 
Din presupunerea ”1F(0) urmează 
4) Iyya OA My =A) A lze yD KRAy =A4)) 
Fie apoi a un astfel de y că: 
5) a COA TI(a=A)A Yy(ze aD z N a=4)). De aci: 
6) Jz(zea A AENA a= \) 
Presupunem că b este un astfel de z încît 
7) beaan (bN a= A). Se obține conform cu 5). 
8) be 0. Apoi conform cu D, 
) T(b) şi 
10) F(b). Conform cu 9) 
) Vzze 2 Dz Œb) şi conf. cu 5) 
12) VzzeaD (z N a = A). De unde: 
13) VzzebaD ILNA LA b) = l 
Deoarece ba Cb şi (b N a =A) din 7) obținem 
14) 3y(y CBA Ty =A) A Yez ey D eN y =4))) 
adică ~F (b), ceea ce contrazice pe 10). Deci s-a{demonstrat 
3) prin reducere la absurd. 
Mai departe are loc: 
15) YxF(x) D J (xe x) 
Din xex decurge {xC x şi {r} N x =A). Apoi: 
16) (2) C rA ly =A A Yz(ze y DIEN Y =4))) 
17) d(y C xA Iy =A) A VzteyD TI eAY =A). 
De unde F(x) 
Prin contrapoziție 15) obținem 
18) Yx(xe x D T1 F(x)) 
Din 1), 2) şi 3) urmează 
19) 0e 0 
Din 15) şi 3) urmează 
20) TÓ = 0 
Deci : 
21) Oe 0A 10e0 


B) j Antinomii de tip Richard. Antinomia lui Richard circulă 
în mai multe variante (Kleene, Curry, Wang Hao, Fraenkel, 
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Mendelsohn, Becker, Kutschera ș.a.). Adesea aceste variante 
nu diferă decît cu puțin una de alta. O formulare intere- 
santă este dată în cartea lui Hilbert și Ackermann (G T L). 
Există apoi o serie de antinomii înrudite cu aceasta (Berry, 
Finsler, König, Bartelett ş.a.). 

()?O formulare interesantă o găsim în H.B. Curry (F M I). 
Este inspirată din formularea dată de Mostowski prin 
procedeul diagonalelor. Se porneşte de la modul de a de- 
monstra nenumărabilitatea mulțimii funcţiilor aritmetice. 
Presupunem că există o enumerare a acestei mulțimi. 
Fie f„(n) semnificația funcţiei cu numărul de ordine m (în 
enumerarea respectivă) pentru argumentul 7. 

Formulăm o astfel de funcție g astfel că pentru orice n 
are loc: 

et) = fan) +1 

Fie p — numărul funcției g în această enumerare astfel că: 
gin) = faln) 

atunci fel) = s(£) = fe (£) + 1 i 

Ceea ce duce la contradicție. Deci mulțimea funcțiilor nu- 
merice nu este numărabilă. 

În continuare considerăm mulțimea tuturor funcțiilor 
definibile într-o limbă (să zicem limba română). Mulțimea 
expresiilor definitorii este numărabilă şi deci şi mulțimea 
funcțiilor definite. Se poate însă construi un limbaj care 
să cuprindă reflecțiile despre mulțimea expresiilor numă- 
rabile, ceea ce duce la contradicţie. 

(b) În mod foarte apropiat raționează şi Kleene. El consi- 
deră expresiile E, E... care definesc respectiv funcțiile 
(de numere naturale). El construiește apoi expresia urmă- 
toare „Funcția a cărei valoare, pentru orice număr natural 
dat în calitate de argument, este egală cu valoarea mărită 
cu o unitate, pentru acelaşi argument, a funcției definite 
prin expresia corespunzătoare în lista de mai sus a acestui 
număr natural” (Această funcţie este f, (n) + 1) 

(c) Ca și Richard, Fraenkel se referă la „numere reale” 
care pot fi definite cu un număr finit de cuvinte într-un 
limbaj L. Fie R mulțimea acestor numere. 
„„Caracterizăm acum numărul real y ca astfel de număr 
real din intervalul (0, 1) astfel că al n-ălea semn zecimal 
este'rezultatul deplasării ciclice a celui de al m-ălea semn 
zecimal al celui de al n-ălea număr în mulțimea enumerată 
(de la O la 1, de la 1 la 2, .... dela 9 la 0)”. 
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(d) E. Mendelsohn se referă tot la numere reale şi formu- 
lează astfel expresia definitorie „Numărul real al cărui al 
n-ălea semn zecimal este egal cu 1, dacă la al n-ălea număr 
richardian al n-ălea semn zecimal nu e egal cu 1 şi al n-ălea 
semn zecimal este egal cu 2, dacă la al mn-ălea număr 
richardian al n-ălea semn zecimal este egal cu 1”. 

(e) Formularea dată de Mostowski am văzut-o deja în capi- 
tolul „Metodele logicii moderne”. Ea se foloseşte de pro- 
cedeul diagonalelor. Becker reia această formulare fără 
utilizarea explicită a procedeului diagonalelor. 

Fie mulțimea 

1) W, Wy nn Wp. 
ale cărei elemente sînt definiții de proprietăți ale numerelor 
naturale. 
Ne întrebăm dacă un număr determinat n posedă proprie- 
tatea definită de W,. 

Dacă da, scriem ,„„Wp(n) este adevărat”, dacă nu vom scrie 
„Wo(n) este fals” sau ,non-W,(n) este adevărat”. 
Fie apoi cazul în care p = n, anume acela în care non- 
W„(n) este adevărat. 

Pentru v aflat în acest caz vom spune că „n este richardian”. 
Dar „richardian”' este proprietatea unui număr şi deci 
trebuie să se afle printre proprietăţile enumerate cu un 
număr de ordine precis, de ex. g. 

Vom avea deci: 
2) W,(n) este echivalent cu non-W,(n) 
Avînd în vedere faptul că n este arbitrar, noi putem lua 
n =q şi prin urmare: 

3) W,(q) este echivalent cu non-W,(9) 

Or acesta este antinomia. 

Finsler dă o variantă mult simplificată asemănătoare 
întrucîtva cu aceea a lui Berry. 

Pe o foaie de hîrtie scriem următoarele expresii (și nu altele) : 
„1, 2, 3, cel mai mic număr întreg nedesemnat pe această 
foaie”. 
Acest număr nedesemnat este însă bine definit şi anume este 
4. Prin urmare este sau nu desemnat? 


C))Antinomii de tip Grelling. Înrudită cu antinomia ;lui 
chard deşi destul.de diferită ca formă este antinomia 
lui Grelling. De fapt există o clasă întreagă de „antinonşii 
Grelling” aşa încît poate fi catalogată ca un caz aparte. 


Teoria sistemelor logice 124 


O formalizare analoagă cu formalizarea antinomiei lui 
Russell despre „impredicabil” şi cu care se aseamănă foarte 
mult poate fi dată astfel: Fie == semnul pentru desemnează. 
Dacă un cuvînt se desemnează vom scrie: x= x. 





Definim „Het” = x = x= x. Prin substituție obținem: 


„Het? = „Het = „Het” = ,Het” 

ceea ce este o antinomie. 
I- Forma normală a antinomiei lui Grelling. O clasă de 
antinomii înrudite cu cea a lui Grelling au aşa cum au arătat 
Grelling şi Nelson o formă comună (normală). Această 
formă normală simplificată de Kutschera o vom reda (în 
simbolismul nostru). 

Considerăm relația între „nume şi concepte” (deci o relație 
semantică) notată în genere prin 

Ma(a, D[S]) | 

unde a este un nume propriu, [5] este un predicat de 
ordinul unu iar Ms(a«, O[8)) are loc atunci cînd lui æ îi 
corespunde un predicat de primul ordin 5(8) astfel că 
v3(2Ž[8] = [8] | | 

Fie apoi o astfel de relație (de corespondență univocă 
între nume şi concepte). 

Ra Flo) Se i | 
Această relaţie este definită prin produsul cartezian B X 
x B' (unde B este o mulțime de obiecte, iar B' = mulțime 
de noțiuni) 

Univocitatea ei este determinată prin: 

1) V(x FOUR, (e, F(9))&R, (x G0)] = VAF) = E) 
Definim un predicat concret H, 

2) Hu(a) = JF(R, (a, F(y)&F(a)) 

(A se observa că predicatul F nu are loc despre numele 
a). 

Facem apoi două supoziţii: 
3) 1. H.(x)eB' 

2. 3xR,(x, II.(y)) (asigură non-viditatea) 

Din (1) — (3) se poate obține o contradicție. 
Presupunem că a este un astfel de x încît 
4) R„(a,H,(y)). Din (2) obținem: 

5) Hila) = IF(R,(a, POETA) | 
Presupunem că are loc H,(a). Din (5) se obţine 
3F(R,(a, F(y))&F(a)) 
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Fie apoi F,(y) un concept din B’ astfel că 
R (a, F(y)&F:(a)). 


Prin eliminarea conjuncției obținem din această formulă : 
6) Ra, F.(9)) 

7) Fila). | 

n continuare folosindu-ne de (1), (4), (6) obţinem 
v) Sile): l nE | 
De aci prin eliminarea universalului și înlocuire vom obține: 
F(a) = H,(a) de unde prin (7): 

H,(a) (cu ajutorul lui modus ponens aplicat la echiva- 
lență) 

În concluzie : 


8) Hla) —H,(a) 

Presupunem apoi că are loc A,(a). Din (5) obţinem: 
YF(R,„(a, F(y)) = F(a)) apoi substituind după ce am eli- 
minat cuantorul universal: 

R„(a,H(9)) — H,(a). Cu ajutorul lui (4): 

H,(a). Deci: 

9) Ea) = Hla). Din (8) şi (9) 

10) H,(a) = H,(a) 





II. Raţionamentele de mai sus pot fi apoi transferate 
asupra claselor. 
Fie R(x,y) o relaţie definită pe clase și dată prin produsul 
cartezian B X B' unde B şi B' reprezintă mulțimi de obiecte 
(care sînt la rîndul lor clase). 
Relația este univocă: 
1) Y(xy.2)((R(xy)&R(x,2)) >y = 2) 
Definim c (o clasă) astfel: 
2) c = àx Jy(R(x,y)& x e y) 
Acceptăm apoi supozițiile 
3) 1. ceB' 

2. 3xR(x,c) 
Dacă presupunem din nou că a este un astfel de x atunci 
4) R(a,c) 


Următoarea contradicție se poate obține ca şi în cazul 


dec = agc 
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III. Avem în fine cazul relației univoce între mulțimi de 
obiecte B și mulțimi de funcții monadice B' (deci pro- 
dusul B x B’): 
Rua) 

1) v(x, PY (R, (x POER py) — vz (e) = p) 
Definim o funcție A 4 
2) yı(æ) = da(2pR,(a, e(9))&lela) + e) 
Forma 5,(2) va fi definită ca o funcție dată de funcții 
monadice 
Considerăm pe yı(x) 
3) 1. vi(x)eB' 

2. 3x R(x, Yı(y)) 
Fie a un astfel de x că: 


4). R(a, 1209) A 
Din (1) și (4) obținem: 
5) Je(R,(ao(y))&(e(a) = e) = (Yıla) = e) 
Apoi: yıla) = du(va(a) = e) 
6) (unde „e” este nume) 
Pe această bază se obține contradicția: 
la) = e) =T 22 
Antinomiile (concrete) se obțin prin înlocuirea expresiilor 
B,B', 
R(x, F(y)), R(xy), Ry(x,ọ(y)) astfel încît să fie satis- 
făcute condițiile (1) — (3). 
De exemplu, antinomia lui Grelling se obține din (I) prin 
considerarea relaţiei de desemnare M,(x,F(y),B (predicate 
monadice), şi H,(y) (heterologic). 
Toi din I Kutschera deduce şi paradoxul de autoaplica- 
bilitate (Tarski) 
N(x,vy F(y)) — relaţia univocă, 
B — mulţime de propoziții generale, 
H,(x) este: x nu este autoaplicabil. 
Relaţiile N(x, 3y F(y) şi N(x, F(d)) duc de asemenea la 
paradoxe. 
Antinomia lui Richard este formulată de Carnap în același 
put plecînd de la relaţiile: 
R(x, eyF(9)) sau 
(2, (x.2)&o,(2, F(9)) 
ne! lui Russell se obține dacă pentru 
R,(x, F(y)) se ia 
x = ày F(y) pentru B = mulţimea tuturor claselor 
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Dacă pentru a luăm 1yG(y) se obține formularea dată de 
Frege antinomiei lui Russell. 

În acest fel schema dată de Grelling şi Nelson cuprinde 
un mare număr de antinomii. 

Bartlett a arătat (v. Kutschera) că dacă pentru R(x,y), c 

şi a se iau corespunzător: 

x= x(z =y) ax Ip (= ìz(z =y)&x =y) az( 
x= (yez) Ax Iy(x= z( ye z)&x æy) az(cez) 
x= (y æ 2) Ax Jy(x= x(y gz)&x zy) Az(c z) 
=wx(z +y) ax Jy(x= x(z #y)&x æy) ( 

se obțin tot atîtea antinomii. 

Quine a reformulat antinomia lui Russell pornind de la : 
a4 J (ye x&xey) 

Iată mersul acestei antinomii (după Kutschera) 


1) a, = àx Jxlyex&rey) 


2) Vx(xea, =3y(yex&xey) 
Presupunem : 
3) a.ea, de unde: 


3y(yea&aey) 

Vylyea — ay) 

acea, — A, ŽA 

arga 

3y(ye a8aey) 

bea&aeb 

4) bea, 

5) ajab 

3y(yeb&bey) 

acb — bea, 

b a 

De aci antinomia q4ea& a, æa 

În lucrarea Bazele logicii teoretice de Hilbert şi Ackermann 
găsim o interesantă formă a antinomiei lui Berry. 

Fie „Scr(P)”? desemnează însuşirea predicatului P de a 
avea o expresie în simbolismul logic scrisă în secolul XX. 
Considerăm expresia : 

1) P()&O)PU) = = (xy) ani 
de al X,Y,Z, ... se referă la numere întregi și pozi- 
tive). 

Expresia (1) înseamnă că x e definit de predicatul P, 
pe scurt Df(P,x). 
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Introducem apoi expresia : 

2) (3P)Df(P,x)&Scr(P) 

Notăm această expresie cu Dse(x x), ceea ce înseamnă „Prin- 
tre expresiile simbolice scrise în secolul XX, cel puțin una 
reprezintă predicatul care defineşte pe x” sau pe scurt 
„x este definit cel puțin o dată în mod simbolic în secolul 
XX” 

3) Dse(x) &(y)(<(y.x) — Dse(y) 

Folosim pentru această expresie semnul Mds(x) care în- 
seamnă „x are însuşirea de a fi cel mai mic număr câre nu 
este. „definit simbolic în secolul XX”. Se introduc apoi 
axiomele: ___ 


5) (x(V) ((< (xy)& < (y,z) > < (x.z) 

6) (3)0)(= (29) V < (%9) V < (9:2) 

7) 3xP(x) — Ix[P(x)&y)(< (y,x) — P(9))] 
Axiomele 4) — 6) arată că relația < (x,y) ordonează numere- 
le întregi, iar axioma (7) arată că o asemenea relație ordo- 
nează deplin mulțimea numerelor întregi. 
Tot ca axiome se introduc: 

8) 3x Dsc(x) şi 

9) Scr (Mds) ! 
Axioma 8) însemnează că există numere pentru care nu 
avem definiție simbolică în secolul XX, iar 9) înseamnă 
că expresia pentru Mds(x) e scrisă în secolul XX (ceea 
ce e un adevăr factual). 
Din definițiile şi axiomele date mai sus sînt scoase -apoi 
o serie, de concluzii. dă, 
În axioma 7) substituim pe P cu Dsc şi obținem: 

10) 3x[Dsc(x)&(y)( < (9,3) — Dse(y))] 
aceasta și 8) deducem 

11). 3x [Dse(x)&(y)( < (9,2) — Dsc(y))] NEEE 
Or, această expresie este chiar formala 3) existențializată, 
fapt care ne permite să introducem pentru ea prescurtarea 
Mds(x) de asemenea cu existențializare : 
12) 3x Mds(x) 
Conform cu definiția lui Mds are loc 


13) Mds(x) — Dsc{x) 
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Folosind axiomele deducem : 

14) Mds(x) — Mds(x)\&(y)Mds(y) => = (x, y) 

Ceea ce înseamnă : 

15) Mds(x) — Df(Mas,x). Din aceasta obținem : 

16) Mds(x) = Dsc(x)&Df(Mds, x) 

Conform cu următoarea teoremă din calculul predicatelor 
(x) (F(x) = G(x)) = (3x F(x) — 3x G(x)) 

obținem : ta 

17) axMds(x) — 3x(Dsc(z) & Df(Mds,x)). De aci conform 
cu 12): 

18) 3x(Dsc(x) & Df(Mds,x)). Utilizînd apoi 9) se obține: 
19) 3x{Dsc(x i pe x)). Cu ajutorul axiomei 


(y) — 
20) F(Q) — ÍPF(P). Dacă aci substituim Q cu Mas, şi 
F(P) cu 
gx{Dsc(x)& DfP,x) & Scr(P)) rezultă : 
21) 3x{Dsc(x) & Df(Mds,x) & Scr(Mds)} > IP 3x (Dsc(x) & 
& Df(P,x) & Scr(P). 
Premisa implicației fiind demonstrată rezultă 
22) 3P 3x(Dsc(x) & Df(P,x) & Scr(P)). Schimbăm ordinea 


cuantorilor şi utilizăm 
formula 3P(A&F(P)) =A&3PF(P): 


23) 3x(Dsc(x)(A&F(P)) = A&3PF(P). 

Aplicînd prescurtarea Dsc expresia (23) devine 
24) 3x(Dsc(x)& Dsc(x) 

Pe de altă parte însă se poate deduce formula 


25) (x)(Dsc(x) y Dsc(x)) (din formula (x) (F(x) y F(x)) cu 
ajutorul substituției). 

Or, cele două formule (24) şi (25) sînt contradictorii (în 
virtutea principiului dualității), ceea ce reprezintă anti- 
nomia analizată. 

Se observă că autorii utilizează şi predicate de ordinul 
doi, de asemenea deea de timp. 


w 


DNA ntinomii de tip „„Mincinosu,”. Este cea mai veche 
clasă de antinomii. Am discutat deja acele formalizări 
care fără să fie în sens strict antinomii au stimulat totuși 
descoperirea antinomiilor din această clasă. Dealtfel, 
trecerea de la formularea lui Eubulide la una corectă nu 
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presupune decît simpla operație de înlocuire a termenului 
„„mincinos”, cu termeiiul fals, ceea ce şi fac toți autorii 
care 'aii studiat în profunzime antinomiile. Hilbert, de ex., 
înlocuiește „eu mint” cu „eu acuiîn spun o propoziție 
falsă”. 

În clasa antimoniilor de tip „„mincinosul” noi am introdus 
şi aşa-numita „dilemă a crocodilului”, ea constituie însă 
un caz aparte şi ceva mai bogat în implicaţii logice. Ea 
are mai multe variante. 


- 


1) Dilema crocodilului (formularea antică a fost deja 
redată). 

2) Paradoxul antropofagilor. Foarte asemănător cu 1) 
este: următorul paradox: 

Un călător a nimerit printre antropofagi. Aceştia i-au 
promis că vor lua o decizie în baza următoarelor con- 
venții : 

a) i se permite să spună o propoziție, 

b) dacă propoziţia va fi adevărată atunci îl vor fierbe 
de viu, 

c) dacă propoziția va fi falsă atunci îl vor arde de viu. 
Călătorul a pronunțat următoarea propoziție „mă veţi 
arde de viu”. 

Raţionînd analog cu cazul 1) se observă că vrînd să decidă 
antropofagii intră în contradicție cu propriile lor con- 
venţii. 

3) Cervantes în Don Quijote dă de asemenea o variantă. 
Devenit „cîrmuitor” Sancho Panza este pus în situația 
de a judeca următorul caz pe care i-l relatează un străin. 
Iată textul care dealtfel este foarte frumos din punct de 
vedere literar : 

„— Stăpîne, un rîu cu apă multă despărțea două părți 
ale: aceleiași moșii — fii cu luare aminte luminăţia ta la 
cele ce-ţi spun, că lucrul e de mare însemnătate și-i puțin 
cam încurcat ; peste rîul ăsta, era un pod, iar la capătul 
podului, o spînzurătoare şi un fel de curte de judecată, 
unde se aflau de obicei patru judecători, care judecau 
după legea dată de stăpînul rîului, al podului și al moşiei, 
iar legea era asta: dacă trece cineva dintr-o parte în alta 
a podului, trebuie să jure mai întîi încotro şi pentru ce 
se duce ; şi dacă jură adevărul, să-l lase să treacă, iar dacă 
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spune vreo minciună, să moară spînzurat, fără nici o îndu- 
rare, în spînzurătoarea care era acolo. 

Fiind știută această lege, precum şi aspra ei rînduială, 
veneau mulți pe acolo, şi după felul cum jurau, se putea 
vedea îndată că spuneau adevărul, așa că judecătorii îi 
lăsau slobozi să treacă. Se întîmplă, însă, că, luînd unui 
om jurămîntul, acela jură și spuse în jurământul lui că 
nu pentru altceva se ducea decît ca să moară atîrnat de 
spînzurătoarea care era acolo. Judecătorii stătură la cunnpănă 
cînd auziră acest jurămînt și spuseră: „„Dacă-l lăsăm pe 
omul ăsta să treacă slobod, se cheamă c-a minţit cînd a 
jurat, şi atunci, după cum spune legea, trebuie să moară 
atîrnat în acea spînzurătoare, şi odată ce-a jurat adevărul, 
tot după aceeași lege, trebuie lăsat slobod” (vol. II). 
Asemănător cumva cu dilema crocodilului este „,sofismul 
lui Protagoras”. În nici un caz însă acesta mu este un 
paradox. 


4) Forme medievale ale paradoxului mincinosului. Medie- 
Valii au dat o mulțime de variante ale paradoxului minci- 
nosului, unele mai simple altele însă prezintă o anumită 
dificultate în a le formaliza. i 
Forma cea mai simplă și care a devenit model pentru 
exemplificarea acestui paradox este aceea deja amintită 
a lui Buridan: pe o foaie de hîrtie este scrisă o singură 
propoziție : 

„Propositio scripta in illo folio est falsa” 

Albert Saxonul a cules un mare număr de variante ale 
mincinosului. 

Iată lista celor mai interesante (reproduse cu modificări 
neînsemnate) 

4.1. Nu spun altceva decît „eu spun falsul” (este evident 
precizarea expresiei lui Eubulide) 

4.2 Propoziția pe care eu o exprim este asemănătoare 
propoziției pe care o exprimă Platon. Platon exprimă o 
singură propoziție (care este falsă): ,„Omul este măgar”. 
O notăm cu B. Eu exprim o singură propoziție „Nici o 
altă propoziție nu este asemănătoare cu propoziția exprima- 
tă de Platon”. Notăm cu A această propoziție. Cum este A? 
4.3. Dacă omul este animal atunci o propoziție condiți- 
onală este falsă. Nu există altă propoziţie condițională 
decît aceasta. 
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(„Si homo est animal, aliqua conditionais est falsa” et sit 
nulla alias conditionalis). 

4.4. Socrate spune: „Platon spune falsul” 

Platon spune: „Cicero spune falsul” 

Cicero spune: ‚Socrate spune falsul” 

Ce a spus Socrate, adevărul sau falsul? 


4.5. Nu există decît o propoziţie disjunctivă „Omul este 
măgar sau o propoziție oarecare disjunctivă este falsă”. 
(„Homo est asinus vel aliqua disiunctiva est falsa” et sit 
nulla alia disjunctiva în mundo). 

Dăm şi patru formulări în care am înlocuit o propoziție, 
pe care scolasticii o credeau adevărată, cu una adevărată. 
4.6. „2 x 3 = 6, deci concluzia nu este valabilă” 

4.7. Nu există decît trei propoziții „Omul este animal”, 
„4 x 2 = 8” şi „Orice propoziție în afară de cea exceptivă 
este adevărată”. Cum este ultima propoziție (adică cea 
exceptivă) ? 

4.8. Nu există decît trei propoziții : „2 x 3 = 5”, „4 X 2 = 
= 7” şi „Orice propoziție este falsă”. Cum este ultima 
propoziție ? 

4.9. Un om diferit de Socrate spune: ,,2x3 = 6” și Socrate 
spune „Orice om diferit de mine spune adevărul”. Ce a 
spus Socrate ? 

4.10. Socrate spune „Omul este animal” şi Platon spune 
„Numai Socrate spune adevărul” (Nu există alte propoziţii). 
Ce a spus Platon? (Dicat Socrates: „Homo est animal” et 
Plato dicat: „Solus Socrates dicit verum” et non simuli alii 
loquentes in mundo. Tunc quaertur, utrum Plato dicit vertum). 


4.11. „Această propoziție este falsă”. Cum este propoziția 
scrisă aci dacă cuvîntul „aceasta” se referă la ea? (Varianta 
nu diferă deloc de cea a lui Buridan). 

4.12. „Omul este animal şi o propoziție conjunctivă este 
falsă” (Nu există altă propoziție conjunctivă). 

(„Homo est animal et aliqua copulativa est falsa’ et sit sic, 
quod nulla alia copulativa sit in mundo, quam haec ipsa. 
Tunc quaeritur utrum sit vera). 

Notăm că textul latinesc este dat ca o curiozitate. Textul 
românesc este prescurtat uneori față de cel dat în lati- 
nește. 

4.13. Socrate spune: „Platon spune falsul”. 

Platon spune: ,,Socrate spune adevărul” 
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(Nu există alte propoziții) Ce a spus Socrate? 

4.14. Socrate spune: „2 X 3 = 6” şi Platon spune „Omul 
este anima!” și Cicero spune : „Omul este măgar” şi Marcus 
Aurelius spune ,Atîția oameni spun adevărul cîți spun 
falsul”. Cum este propoziția lui Marcus Aurelius? 
Albert Saxonul dă şi unele formulări mai complicate și 
cu alți termeni decît „adevăr”, „fals'”'. Analiza acestora 
şi stabilirea dacă sînt într-adevăr paradoxe este mai difi- 
cilă. 

4.15. Socrate se preface a fi sofist considerînd că a te 
preface înseamnă a te arăta așa cum nu eşti. 

4.16. Se poate ca Socrate să știe că el comite o eroare 
considerînd că a omite o eroare înseamnă a afirma sau a 
nega ceva într-un mod fals sau a crede că falsul este 
adevăr. 

4.17. Se presupune că în intelectul lui Socrate există două 
propoziţii „Socrate se înşală” şi că Socrate crede că această 
propoziție este adevărată. Se înșală Socrate crezînd acest 
lucru? 

4.18. Pe o foaie de hîrtie este scrisă o singură propoziţie: 
„Regele este aşezat sau o propoziție disjunctivă scrisă pe 
această foaie este neîndoielnică pentru Socrate”. Presu- 
punînd că Socrate nu știe dacă regele este aşezat sau nu, 
că Socrate este cel mai mare savant în știință şi că el 
examinează această propoziție scrisă pe foaie, se pune 
întrebarea dacă această propoziție este cunoscută ca 
adevărată de Socrate sau ea este cunoscută ca fiind falsă 
sau îndoielnică. 

4.19. Socrate se află în situația de a nu dori să-l atace 
pe Platon (dacă Platon nu-l atacă pe Socrate) şi dacă 
Socrate nu vrea să-l atace pe Platon acesta nu vrea să-l 
atace pe Socrate; se pune întrebarea dacă Socrate îl 
atacă sau nu pe Platon. 

Scolasticii numeau astfel de propoziții „insolubiha”. 
Logicienii contemporani au găsit noi moduri de a formula 
acest paradox. Iată varianta pe care o voi numi de „tip 
Lukasiewicz”. 

4.20. Propoziția scrisă după 4.20 pe această pagină este 
falsă : 

4.21. „Nu produce un enunț adevărat cînd este ataşat 
propriei sale citări? produce un enunț adevărat cînd este 
ataşat propriei sale citări. (Reprodus după Wang Hao.) 
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4.22. Dacă 4.22 este adevărat atunci mîine va ninge. În 
conformitate cu modus ponens, dacă se dă 4.22 şi antece- 
dentul acestuia consecința este adevărată. Deoarece antece- 
dentul lui 4.22 este echivalent cu 4.22 putem aserta în mod 
necondiționat 4.22. Atunci vom avea „,4.22 este adevărat”. 
Conform lui modus ponens am demonstrat : mîine va ninge 
(Geach; reprodus după Wang Hao). 
4.23. Pe o foaie de hîrtie este scrisă o singură propoziție 
„propoziția scrisă pe această foaie nu este demonstrabilă”' 
Al ale oa dată de noi după Wang Hao). 

n loc de expresia „nu este demonstrabilă”' se poate lua 
„infirmabilă”? 
4.24. Se poate demonstra că se poate infirma 4.24. (Wang 
Hao). 
4.25. Nu putem demonstra enunţul la care ajungem prin 
substituirea lui 4.25 în locul variabilei din forma de enunţ 
x (Wang Hao). 
4.26. Pe o față a unei cartele este scris „propoziția scrisă 
pe cealaltă față este falsă”, iar pe cealaltă față este scris 
„propoziția scrisă pe cealaltă față este adevărată“ (Specker). 
O foarte interesantă formă a „„mincinosului” este analizată 
în cartea „G T L” de Hilbert şi Ackermann. | 
4.27. Se pleacă de la forma „eu enunț acum o propoziţie 
falsă”. 
Această formulare este precizată într-un mod original. 
Fie o persoană P şi un interval de timp ż. În decursul 
acestui interval de timp ż¿ P pronunță propoziţia ‚Tot 
ceea ce P afirmă în intervalul ¢ este fals” şi persoana 
P nu mai spune altceva în acest interval. 
Notăm cu f, respectiva propoziție şi ultilizăm expresia 
„Bh(9)” pentru ,P afirmă q în intervalul de timp t”. 
Aci q poate lua ca semnificație orice propoziţie. 
Enunţul 2, va fi acum reformulat astfel: 

1) (4) (Bh(9) = 9) 
Faptul că în afară de această propoziție pı, P nu mai 
pronunță nimic se scrie: 

2) Bh($ı) şi (9) (Bal) > =(pu 9) 

Prin regula substituirii de echivalente putem pune în p, > 
— p, în consececvent (q)(Bh(q) — d) care este exprimare 
simbolică a propoziției ,. Rezultă: 

3) 2. > (9)(Bh(9) = 7) 
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Eliminăm cuantorul universal (q): 


4) Pa > (Bh(9) > 7) 


Substituim q cu p, şi obținem: 


5) pa > (Bh(2) =) 


Premisele pot fi comutate : 

6) Bh(pı) > (Pi — Ba) 

Or, Bh(p,) a fost ce Apt ca adevărată şi deci: 
7) Pi? 
Mai departe, prin substituție în 2, —> P, după regula echiva- 
lentelor obținem: 

8) P — (Q) (Bh(q) — 9) sau 

9) Pı > (39)(Bh(9) & q) 

Apoi din 2) formula a doua obținem : 

10) (2)((Bh(q) & a) — (=(Pu 9) & 9)). De aci: 
11) 3g(Bh(g) & 9) > 3g(=(p, 4q ) 

la): e e 0) iQ), 

Din semnificația identităţii rezultă : 

13) = ((n 4) & 4) > $. | 
Prin regula introducerii lui în J antecedent obținem 
14) 30 (= (pu 9) & 9) — pr 

ja 12) și 14) rezultă prin tranzitivitate : 


15) Pı > 
Avem aşadar din 7) şi 15) contradicția 


16) #1 > Pı şi Pı > p, deci fi = Pı i 

O particularitate logică a demonstrației de mai sus constă 
în utilizarea cuantorilor pentru variabile propoziționale 
şi a predicatelor de propoziţii. 

Formalizarea dată mai sus este simplă dar destul de întinsă. 
"O formalizare mult mai simplă pornind de la varianta de 
„tip. Buridan’ a fost dată de Carnap. 

4.28. Introducem predicatul F(fals) ca o prescurtare pen- 
tru „nu e adevărat” şi definim o propoziție pı astfel: 
1) pi Fl). 

Cum este propoziția Pı? 

Supoziție W („p:”) (unde W = wahr = adevărat) 

Atunci vom avea 

3) A ret =W(Flsp)) = Elp) deci 

4) Webi”) = F(obr). 

Supoziie A br, 13 SD nea 

5) Fehr) = ELE, pr ")) =W(h,”) deci 

8) Fpi”) =W”). 
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Deoarece F(,„f.) = W(,f.') avem 


7) Webi) e Wed) 

“S-a arătat că antinomia poate fi formulată cu un număr 
oricît de mare de astfel de propoziții care sînt dispuse în 
trepte : 

$= F(b”) 

Pa Flaps”) 


Pa F(p’) 

Se obține în acest fel antinomia 

Wep) = FUP) C= 1, 2, n). 

O proprietate pe care o putem observa aci este caracterul 
„Ciclic” al propozițiilor : 
p= Flap’) -s Pa = Flup’). 

Şirul se reduce la două scheme : 
Pi = F(p;+:) (i = 1 2, ... n) 
Pai = F(upu”) 

Se consideră de obicei că aceste formalizări redau întocmai 
conținutul antinoniiilor intuitive corespunzătoare. Lucru- 
rile însă nu stau astfel. 
-Obiecția noastră este următoarea. În mod firesc orice 
propoziţie care conține un predicat semantic ca „adevărat 
sau „fals? poate fi pusă în echivalență cu o propoziție 
care nu conține un astfel de predicat : 

Adevărat (,,p”) = p 

Fals („p”) = 2P. 

n cazul paradoxelor intuitive această separare nu este 
posibilă, în timp ce în formalizare ea are loc. Într-adevăr 
fiind dată propoziția lui Buridan 

„Propoziția scrisă pe această foaie este falsă” 
noi nu putem separa propoziția negativă corespunzătoare (şi 
care nu conține predicatul de valoare dat), dimpotrivă, por- 
nind de la concluzia formalizării date de Carnap (7) noi putem 


conchide pe baza echivalentelor W() = p şi W(b) =P 
că: 

E e IRINEI np 
O altă observație priveşte simplificarea formelor prin apli- 
carea unor reguli semantice relative la „„adevăr” și „fals”. 
Le redăm în formă prescurtată : 

1) W(W) = W 

(2) W(F) = F 
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(3) F(W) = F 

(4) F(F) = W 

Ultima, (4), se citeşte: „falsul de fals dă adevărul”. 
Regula (4) a fost aplicată mai sus în cazul 
FLEE Y) = WE’). , , 
Vom vedea mai departe că astfel de reguli reprezintă 
ceea ce vom numi jtâţioriâmente de nivel”. 

4:29” În locul definiției (1) din 4.28 se pot lua alte formulări 
ca : 

a) pp —Blup”) sau 

b p= wp >p OO | 
(unde p este o propoziție mai tare, ex. adevăr logic sau 
fals logic). 

Definiţia b) pleacă de la o formulă pozitivă a paradoxului. 
(Negaţia poate fi definită prin „ex falso quodlibet”.) 
4.30. Pornind de la formularea lui Buridan se poate obține 
formularea lui Lukasiewicz. (O reformulăm.) 

Considerăm expresia din unghiul de vedere al subiectului 
ei „propoziția care este scrisă pe această tablă” Intro- 
ducem operatorul descripției 

1) szx(Scr(x) & F(x)) 

Cum pe tablă nu este altă propoziție (conform cu convenția 
empirică), această unică propoziție desemnată de expresia 
1) spune despre sine că e falsă (F): 

2) F(x (Scr (x) & F(x)”). 

Stabilim că 1) este 2,; obținem din 2): 

3) p, = F(,p.'), ceea ce reduce paradoxul la forma de 
mai sus. 

4.31. Formularea lui Stegmüller în redactarea lui Kutschera. 
Fie N(x) numele lui «; dacă a este nume pentru o propo- 
ziție atunci W(a) = ®, S*(x, y, 2) — substituirea lui x 
cu numele y dă z. 

Fie apoi a predicatul monadic O (o funcție propozițională 
de ordinul unu) şi ßB = variabila individuală (vezi P(3) 
mai sus) şi y = o proprietate specială n. 

S*(a, B, y) desemnează expresia care apare prin substi- 
tuirea lui y în locul lui è, deci (7) (unde ® = (è). Operăm 
în S*(x, y, z) substituţiile: 

yl, x” (unde „x° este numele lui x) 

z|N*(x) (N(x): x are numele N) 

Obținem 

1) S*(x, x, N*(x)) 
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Formulăm predicatul 

2) IW (S*(x, „x, N*(x)) 

Punem 2) în locul variabilei x din 2) 

3) TW(S*,, IW (S*(x, „n2, Nea) n2, N*(, IW (S*(x, 
%8, N*(x))”°). 

Facemca a să fie o prescurtare pentru 3) şi formăm substi- 
tuția conform cu înțelesul lui S*(...), obținem: 

4) a = “IW (a), expresie care duce la paradox în modul 
obişnuit. Stegmiiller a fost inspirat de teorema lui Gödel. 
4.32. Interpretarea „în rebus” a paradoxului mincinosului 
dată de Freudenthal. 

Am ieşit din cameră — uşa cu yale o închid ca de obicei, 
dar îmi dau seama că am uitat cheia în interior. Pentru 
a lua cheia trebuie să deschid ușa, şi pentru a deschide 
ușa trebuie să iau cheia din cameră. (H. Freudenthal, 
Logique mathematique appliquée). 

E) |Antinomii aparente. Există mai multe tipuri de for- 
-mūlări care au un aspect paradoxal mai mult sau mai 
puțin greu de eliminat. Considerăm că în efortul general 
de „eliminare a contradicțiilor” studiul lor a jucat un rol 
important, mai mult, cercetarea lor a fost o excepțională 
sursă pentru dezvoltarea gîndirii filozofice. 


1) Aporiile lui Zenon. Zenon a formulat unele raționamente 
cu caracter paradoxal care au pus în cauză problema ad- 
miterii mişcării. El formulează patru astfel de raționamente 
(analizate pe larg de Aristotel în Fizica, după care le şi 
enumerăm) : 

a) lucrul nu se poate mișca din cauză că trebuie să fie mai 
întîi la jumătatea distanţei pe care o are de parcurs (acesta 
este „argumentul dihotomiei””) ; 

b) „niciodată lucrul care se mişcă mai încet nu va fi prins 
de cel care se mișcă mai repede, pentru că este necesar ca 
lucrul care-l urmează pe celălalt să atingă primul punct 
de unde a pornit cel care fuge, astfel încît mereu, în mod 
necesar, lucrul mai încet va fi înaintea celui mai repede” 
(acesta este argumentul „Ahile şi broasca țestoasă’) ; 

c) „dacă întotdeauna orice lucru este în repaus sau în 
mișcare cînd se află într-un loc egal (cu el însuși), iar lucrul 
purtat se aplică întotdeauna în clipă, trebuie să ştim că 
săgeata în zbor este nemişcată” (acesta este „argumentul 
săgeții”!) ; 
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d) „al patrulea raționament este acela cu privire la mări- 
mile egale care se mișcă într-un stadion în sens contrar, 
față de mărimi egale, unele pornind de la sfîrșitul stadio- 
nului, iar altele de la mijlocul stadionului cu viteze egale, 
în care el socoteşte că timpul jumătate este egal cu dublul 
său” (este „argumentul stadionului”). 

at 


2) Altă categorie de antinomii aparente sînt autocontra- 
dicțiile de genul: 

„Orice propoziţie este falsă” sau 

„Nimic nu este cert” (teza scepticismului, Descartes) ; 
„„Nu există adevăr absolut”; 

„Este o regulă că «orice regulă are o excepție»; 
„Toate adevărurile sînt relative”. 

Husserl a numit astfel de propoziții „,contrasens” (nu 
nonsens). 

Contrasensul este o afirmaţie (o propoziție) al cărei con- 
ținut îi contrazice forma. 

A. Koyre dă şi exemplul acesta. Cineva spune: „„Nava 
pe care am fost îmbarcat a pierit împreună cu tot echipa- 
jul său”. Sînt aserțiuni care nu pot fi făcute (sau dacă sînt 
făcute sînt autocontradictorii) aşa după cum sînt verbe 
care nu pot fi conjugate la persoana întîia „eu acum tac”, 
„eu acum sînt absent”, „eu acum dorm” ş.a. 


Analog cu cele de mai sus putem admite că există un 
limbaj în care se spune doar atît „Nu există nici o expre- 
sie în L”. 


ea, 


3); Antinomiile kantiene. Conform definiției date de Kant 
antinomia este o contradicție în care „,aserțiunea contrariu- 
lui are de partea ei temeiuri de aserțiune tot atît de vala- 
bile şi necesare” |22; 373]. 

Prin urmare, prin definiție ceea ce Kant numeşte „anti- 
nomie” este un paradox. Totuşi exemplele formulate de 
Kant nu satisfac exact schemele de raționament pe care 
le cuprind antinomiile logico-matematice. Ele sînt în mare 
măsură legate de supozițiile speciale sistemului kantian. 
Prin aceasta nu sînt mai puțin interesante. Kant expune 
patru antinomii relative respectiv la 1) dacă lumea are 
sau nu limite în timp şi în spațiu; 2) dacă există sau nu 
simplul absolut ; 3) dacă există sau nu libertate absolută, 
4) dacă lumea are un temei ultim (absolut) sau nu. 
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Tezele afirmă existența celor indicate, în timp ce antitezele 
o neagă. Exemplificăm doar cu prima antinomie. 

Teză. Lumea are un început în timp și este de asemenea 
limitată în spaţiu. 

Antiteză. Lumea nu are nici început în timp, nici limite 
în spațiu, ci este infinită atît în timp cât şi în spaţiu. 
Demonstrația fiecărei propoziții se face prin absurd; din 
păcate aceste demonstrații nu sînt prea clare. 

Dovada tezei. Presupunem că lumea nu are început în 
timp şi limite în spațiu, dar în acest caz „s-a scurs o serie 
infinită de stări succesive ale lucrurilor în lume” [22 ; 376) 
şi „lumea va fi un întreg infinit dat, de lucruri existente 
simultan” [22; 376]. Or, o serie infinită „,terminată” şi o 
infinitate de lucruri „existente simultan” sînt imposibile, 
prin urmare teza este cea adevărată. 

“Dovada antitezei. Să admitem că lumea are un început. 
Dar orice început este o „existență precedată” (în timp) 
etc. Să admitem că ea are limite în spațiu, dar în acest caz 
ea ar trebui să se raporteze la vid, ceea ce este imposibil. 
Deci antiteza este adevărată. Ştim că filozofia materialist- 
dialectică admite propoziția antitetică formulată de Kant. 
Desigur în ce priveşte formularea logică a acestei propo- 
ziții, aşa cum am arătat în cartea noastră Filozofie și 
logică, ea trebuie îmbunătățită. Demonstrația la rîndul 
său face referire la noțiunea de „infinit” (Kant după cum 
se vede respinge noțiunea de „infinit actual”, vom reveni 
ulterior asupra acestei idei). Sînt presupuse şi alte noţiuni 
(„sinteza succesivă”, limitarea presupune prin definiție 
altul, ceva de care să se limiteze, şa.). 

“A Bxistă î în legătură cu construcția axiomatică şi formali- 
zarea teoriilor logico- matematice (care includ mulțimile) 
unele „anomalii”' care par a fi paradoxe, dar care nu sînt 
în sensul strict al cuvîntului. 


a) „Paradoxul lui Skolem”. O expunere succintă a acestui 


„paradox” este dată de S. C. Kleene în Introducere în 
metamatematică [24 ; 377]. 


Se porneşte de la sistemul gâdelian de axiome. 

Noţiuni prime: K (a fi clasă), M (a fi mulțime), e, =. 
Domeniul este format din clase şi orice mulțime este o 
clasă. 


Forma axiomelor poate fi o formulă predicativă cu identi- 
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tate („egalitate'””) F(=, A, B) sau o formulă predicativă 
Eq (C, A, B), cu presupunerile că: 

A(a) exprimă M(a) 

B(a, b) exprimă a e b 

C(a, b) exprimă a = b. 

Între axiome se află axioma infinitului şi axioma mul- 
țimii potențiale. 

Cu ajutorul teoremei lui Cantor (M* < P(M)*) demon- 
străm : 

1) există o mulțime de mulțimi infinită şi nenumărabilă. 
Pe de altă parte, avem teorema lui Löwenheim — dacă o 
formulă F este realizabilă într-un domeniu (nevid) atunci 
ea este realizabilă în domeniul numerelor naturale — cu 
ajutorul căreia demonstrăm că: 

2) F(=, A, B) este realizabilă (primul caz este exclus cînd 
e vorba de axiome), dacă în genere se poate spune despre 
ea că este realizabilă (or, avînd în vedere interpretarea 
mulțimistă de mai sus, acest lucru se poate spune). Se 
observă că 2) pare a contrazice pe 1), căci putem interpreta 
astfel simbolurile prime încît să existe un model numărabil 
relativ la care axiomele să fie adevărate, şi asta în ciuda 
lui (1). Acesta şi constituie „paradoxul lui Skolem”. 


b) „Paradoxul lui Gödel”. Se pornește de la noțiunea de 
semn de clasă (K/assenzeichen). Semnul de clasă este o 
formulă din Pr. Math. care conține o singură variabilă 
liberă (variabilă de tipul numerelor naturale, adică a clasei 
de clase). Ordonăm aceste semne de clasă într-o serie astfel 
că fiecare al n-ălea semn de clasă poate fi desemnat prin 
R(n), unde n este numărul de ordine, iar R relația de 
ordine. Noţiunile de „semn de clasă” şi „relație de ordine” 
pot fi definite în Pr. Math. 


Fie un semn de clasă «, vom nota cu [«; n] forinula obți- 
nută din « prin înlocuirea variabilei libere cu semnul cifric 
(admis în sistem) al numărului natural n. O relație de 
tipul [x = y; z] poate fi de asemenea reprezentată în 
r. Math. 

Definim apoi o clasă K de numere naturale astfel: 

1) nae K= Bew [R(n);n] (unde Bew = demonstrabil). 
Clasa HK poate fi şi ea reprezentată în Pr. Math. prin sem- 
nul S. De aci „[S; n]? va însemna n e K. În seria ordonată 
S va avea locul natal cu R(q), deci S = R(9). 
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Construim formula [R(9) ; q] care deşi este adevărată nu 
poate fi demonstrată nici ea nici negația ei. Presupunerea 
că ar fi decidabilă duce la contradicție. 

Supoziţie. Bew [R(9); q], atunci qe K, deci prin substi- 
tuție în 1) avem: 

2) qe K= Bew [R(9); g] l 

De unde prin modus ponens obținem : 

3) Bew [R(q); q] (adică opusul supoziției) 

Supoziție. Bew [R(q); q], atunci q K, deci prin substi- 
tuție în 1) obținem: 

4) ge K= Bew [R(9); q]. De aci prin modus ponens și 
dubla negațţie : 

5) Bew [R(9); q], ceea ce contrazice supoziţia. 


5) Paradoxele implicației materiale. Se consideră că urmă- 


toarele două legi ale implicației materiale sînt „,para- 
dozele” : 


a) falsul implică orice, 

b) adevărul decurge din orice. 

Impresia de paradoxal apare, pe de o parte, datorită acestor 
formulări succinte care luate ca atare sînt eliptice, iar pe 
de altă parte din încercarea de a extinde aceste legi de la 
implicația materială (așa cum e definită prin matrice) la 
implicația intuitivă între propoziții cu sens. 

Datorită trecerii de la domeniul valorilor logice (7, f}, la 
domeniul propoziţiilor (fi, b» ... f„...) se obțin astfel 
de expresii care conform cu regulile a), b), ar trebui să fie 
adevărate, dar care conform cu intuiţia sînt false. 

De ex. „dacă în Bărăgan ninge în lunile ianuarie şi februarie 
atunci New Yorkul este cel mai mare oraș din S.U.A... 
Sau : „dacă Brazilia este capitala Argentinei atunci Parisul 
este capitala Franței”. 

Cele două propoziţii satisfac condiţiile a), b) dar se con- 
stată că între faptul că în Bărăgan ninge în ianuarie şi fe- 
bruarie nu există nicio legătură implicativă cu faptul că 
New Yorkul este cel mai mare oraş din S.U.A. ; la fel pentru 
a doua propoziţie (la care în plus antecedentul este fals). 
6) Paradoxele relației de denumire. Există autori care con- 
sideră că relația semantică de denumire este responsabilă 


de apariția unor raționamente paradoxale (nu în sensul 
strict al cuvîntului). 
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Russell a formulat următorul raționament. 

a) George al IV-lea dorea să știe dacă Scott a fost autorul 
lui Waverley. (Se ştie că, publicînd acest roman, Scott 
l-a semnat cu alt nume.) 

b) Este un fapt că Scott = autorul lui Waverley. Dacă în 
virtutea respectivei relații de identitate se substituie în 
a) expresia „autorului lui Waverley” cu „,Scott” obținem : 
c) George al IV-lea dorea să ştie dacă Scott a fost Scott. 
Ceea ce e paradoxal deoarece pune la îndoială principiul 
identității. în 
Quine la rîndul său dă o „antinomie” aseinănătoare. 

a) 9. este în mod necesar mai mare decît 7 

b) Numărul planetelor = 9 

c) Numărul planetelor este în mod necesar mai mare decît 7 
(propoziţie care este falsă). 

Se poate formula o antinomie cu ajutorul expresiei ,,X 
nu crede”. 

a) X nu crede că autorul Iliadei este Homer 

b) Autorul Iliadei = Homer 

c) X nu crede că Homer a fost Homer. 

Carnap în Semnificație și necesitate dă următoarea „anti- 
nomie”: 

(a) „Este necesar ca clasa Bipezilor Fără Pene să fie o 
subclasă a clasei Bipezilor”. 

(b) Clasa Bipezilor Fără Pene = clasa Om. 

(c) Este necesar ca clasa Om să fie o subclasă a clasei 
Biped. 

Deoarece faptul că ființele umane au două picioare este 
un fapt biologic contingent şi nu logic necesar următoarea 
propoziție este adevărată : 

(d) Nu este necesar ca clasa Om să fie o subclasă a clasei 
Biped [4; 187/188]. 

Or, (c) și (d) se contrazic. 


7) Paradoxele fizicii. 

a) Paradoxul conceptului de ,eter”. Conceptul de eter a 
apărut din necesitatea de a fundamenta teoria luminii. 
Din unele considerente fizice rezultă că eterul trebuie 
socotit corp solid. Or, aceasta venea în opoziție cu consta- 
tarea că eterul deşi socotit corp solid nu opune nici o rezis- 
tență corpurilor care se mișcă în el. 

b) Tot în legătură cu conceptul de eter, experienţele lui 
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Michelsohn au arătat că nu există eter imuabil şi că el 
este antrenat total de corpurile care se mişcă în el. Pe de 
altă parte, fenomenul de aberaţie arată că eterul trebuie 
să fie nemișcat, că nu este deloc antrenat de mișcarea 
pămîntului. 

Marx a semnalat unele paradoxe în economia politică 
clasică relative la conceptul de valoare. 

Astfel de „„paradoxe” țin de evoluția științei, de faptul că 
la un moment dat nu se găsesc mijloacele logice adecvate 
pentru a surprinde originea contradicției. 


1) METODE DE REZOLVARE A ANTINOMIILOR 


4.1. Problema generală a rezolvării antinomiilor 


Din unele referiri vagi se pare că Aristotel considera para- 
doxele ca pe un soi de sofisme (vezi „,Respingerile sofistice””). 
Logicienii medievali în schimb s-au ocupat destul de intens 
de soluționarea lor. Ei au surprins trăsătura cea mai preg- 
nantă a paradoxelor şi anume "„„autoraportarea””. 

Paulus Venetus în Logica Magna scria că o „insolubilia” 
este o „propositio habens super se reflexionem suae falsitatis 
aut se non esse veram totaliter vel partialiter illativa” 
[26; 248]. El enumeră unsprezece soluții (ale ,„„mincino- 
sului”’). O sugestie interesantă este că paradoxele nu. sînt 
„nici adevărate nici false, deoarece nici unul nu este pro- 
poziție” [26; 248]. Respingerea autoraportării a fost şi 
ea sugerată. În mod filozofic ei au formulat ipoteza că 
este vorba de un contrast între esență și aparență, idee 
valoroasă. Nu există un studiu sistematic asupra contri- 
buţiei medievalilor în această direcție, totuși ideile mari 
de azi se găsesc prefigurate în aceste lucrări. Apariția anti- 
nomiilor în teoria mulțimilor a constituit motivul principal 
al studierii lor aprofundate. Au fost propuse mai multe 
metode între care aşa-numita „teorie a tipurilor” (Bertrand 
Russell) este cea mai dezvoltată şi fecundă. 

Înainte de a trece la expunerea sistematică a diferitelor 
metode de soluționare vom face unele observații generale 
cu privire la însușirile paradoxelor. i 
Prima însuşire a paradoxelor este autoraportarea ori cu 
un alt cuvînt autologia. Expresia, conceptul sau clasa, 
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proprietatea, propoziţia etc. se referă la sine. Astfel, mul- 
țimea tuturor mulțimilor se cuprinde şi pe sine ca element, 
propoziția lui Buridan se referă la sine etc. Autologia poate 
fi mediată (cînd avem mai multe propoziții, cum e cazul 
cu unele variante ale mincinosului) sau nu (paradoxul lui 
Buridan). Autologia se poate realiza la diferite nivele: la 
nivelul semnificației (mulțimea se conține pe sine), la nivelul 
sensului, informației (sensul se vizează pe sine, ex. judecata 
se autoraportează), la nivelul formei materiale (cuvîntul, 
expresia se referă la propria sa formă). Există şi cazuri 
cînd autologia se realizează la toate aceste nivele. Astfel 
expresia „mulțimea tuturor mulțimilor” implică toate trei 
genurile de autologie, la nivelul semnificației (mulțimea şi 
este propriul său element), la nivelul sensului (deoarece 
sensul este o „,„entitate” trebuie în mod abstract să fie 
vizat şi el ca o mulțime), la nivelul formei materiale (șirul 
de litere şi cuvinte formează el însuși mulțimi). 
Propoziția „orice propoziție transmite o informație” este 
autologică deoarece şi ea transmite o informație (autologie 
la nivelul sensului). În fine, expresia „propoziţiile din 
limba română care sînt formate cu mai puțin de 20 de 
cuvinte” este autologică la nivelul formei materiale. 

Este interesant să clasificăm propoziţiile din punctul de 
vedere al autologiei: 


neautologice 
Propoziţii | corecte 
autologice 
necorecte 
autocontradictorii 
contradictorii | 
| paradoxale 
— 
necontradictorii. 


Într-un mod analog ne putem referi la termeni. 
Propoziția „2 X 2 = £” este neautologică, „toate propo- 
ziţiile sînt tipărite” este autologică şi corectă, „eu acum 
dorm” nu este corectă (logic), ea nu poate fi formată ; „nici 
o propoziție nu este adevărată” este autocontradictorie; 
propoziția lui Buridan este paradoxală, propoziţia „toate 
propoziţiile scrise pe această pagină care conțin cifra (1) 
sînt adevărate” este autologică necontradictorie. 

Pentru a infirma scepticismul absolut Descartes dezvoltă 
un raționament prin absurd pornind de la ideea „nimic 
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nu este cert”. El conchide pe baza supoziției că această 
propoziție însăşi nu este certă şi prin urmare există ceva 
cert. Este o formă specială de raționament prin absurd 
„dacă p implică non-z atunci non-p”. 

Şi Hegel foloseşte raționamente autologice. Referindu-se 
la cei ce enunţă „identitatea nu e diversitate” şi „identi- 
tatea şi diversitatea diferă”, el scrie: „Aceştia nu văd că 
afirmînd acest lucru, ei înșiși spun implicit că identitatea 
este un ce divers, căci ei spun că zdentitatea e deosebită. de 
diversitate” (s.n. G.E.). Hegel face aci un raționament 
autologic (înrudit cu raționamentul cartezian despre cogito) : 
nu putem nega diversitatea fără a gîndi diversitatea. Auto- 
raportarea este dealtfel una dintre metodele de raționare 
de care Hegel se folosește în construcția logicii sale. Ne-am 
putea pune întrebarea dacă am putea elimina din limbaj 
expresiile autologice şi cu aceasta și posibilitatea paradoxe- 
lor. O asemenea procedură n-ar fi recomandabilă. Ar trebui 
în acest caz să eliminăm în primul rînd toți termenii cate- 
goriali („Sspaţiu”, „„materie”, „,obiect” ș.a.). Este evident 
că fiecare din aceşti termeni, măcar prin forma sa (sau, 
cum ar spune scolasticii, luați în suppositrone materiali) 
implică o autologie (cad în sfera propriei lor semnificaţii). 
Nimeni nu poate izgoni din ştiinţă cuvintele „termen“, 
„expresie”, „concept”, „mulțime” deși ele sînt autologice. 
Multe din propozițiile logicii formale luate în limbajul 
natural sînt autologice (de exemplu, „nici o propoziție nu 
este în acelaşi timp adevărată şi falsă”). Nu toate propo- 
zițiile autologice duc la contradicții şi cu atît mai puțin 
la paradoxe. Astfel „propoziția care conține litera « este 
adevărată” nu duce la contradicţie, deşi este autologică. 
IO a doua: condiție este existența negației (implicit sau 
explicit), căci contradicția nu poate fi exprimată fără 
negație. Negaţia nu trebuie să fie reductibilă la afirmație 
prin legea dublei negaţii. 

Am văzut că paradoxul poate fi formulat cu un grup de 
propoziţii, or se poate ca în mulțimea de propoziţii să existe 
atît autoraportare, cît şi negație şi totuşi să nu obținem 
paradox. Fie mulțimea : 

„Toate propozițiile scrise între acolade pe această pa- 
| gină sînt adevărate”, „Nici un om nu e biped”. i 
Prima propoziție realizează o autoraportare, a doua este 
negativă, totuşi obținem doar o contradicție. A doua pro- 
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poziţie fiind falsă, prima este falsă şi deci se contrazice pe 
sine spunînd că este adevărată. 

Putem reuni negația şi autoraportarea într-o propoziție : 
** Propoziția scrisă între steluțe pe această pagină nu are 
mai mult de 15 litere** 

Această propoziţie se contrazice şi este falsă, însă nu un 
paradox, ci este o simplă autocoutradicție. Trebuie aşadar 
să existe o a treia condiție care duce la paradox. 

Toate entitățile presupun reunirea autologiei şi negaţiei 
într-un caz unic, chiar dacă în formulare ar interveni mai 
multe. Unicitatea (singularitatea) cazului însă, aşa cum 
arată exemplul de mai sus, nu duce totdeauna la paradox!. 
“Ultima condiție este presupunerea unei proprietăţi pe care 
entitatea respectivă în realitate nu o are. 


Astfel, în paradoxul lui Buridan, se presupune că respec- 
tiva expresie este „propoziție care poate fi adevărată sau 
falsă”, în paradoxul lui Cantor se presupune că avem o 
„mulţime în sensul curent al cuvîntului”, în paradoxul 
lui: Grelling se presupune că „„heterologic” este un adjectiv 
de -aceeaşi natură cu adjectivele obișnuite etc. 

Repetăm generalizing” o &fititate duce la paradox dacă 
1) este autologică, 2) presupune implicit sau explicit nega- 
ţia, 3) constituie o singularitate (are unicitate), 4) pre- 
supune că are o proprietate pe care o au multe alte entități 
(deci că face parte dintr-o categorie de entități) care sînt 
definite după proceduri curente, ceea ce nu e cazul. Fiecare 
din aceste condiții este necesară, dar numai împreună sînt 
suficiente. De unde rezultă : 

a) eliminarea unei singure condiții este suficientă pentru 
eliminarea paradoxelor, însă această procedură ar fi prea 
largă, ea ar afecta şi entități care satisfac restul condițiilor 
şi nu duc totuşi la paradoxe, iar în unele cazuri astfel de 
entități sînt chiar normale, 

b) soluția adecvată constă în a elimina exact acele entități 
care satisfac condițiile indicate. 


În mecanismul logic de obținere a paradoxelor un rol 
deosebit îl joacă terțul exclus şi raționamentul prin absurd. 
Într-adevăr, în ultimă instanță problema care se pune 


1 În lucrarea (2) am crezut că sînt suficiente cele trei condiții — autologia, 
negația şi singularitatea (unicitatea) entității. 
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este: dacă o entitate x aparține sau nu unei clase K, 
deti : 

xe K sau va K? 

Vrînd să demonstrăm „x e K” facem presupunerea opusă 
„xæ K”, pe de altă parte exact în același mod se poate 
demonstra „xæ K”. Acesta este un raționament prin 
absurd ,bilateral’ care are drept consecință : 

xeK şi xg K. 

Uneori în demonstrație intervin scheme simple care guver- 
nează raportul dintre afirmație (aff) şi negație (neg) şi pe 
care le putem reda pe scurt astfel: l 

aff (neg) = neg 

neg (aff) = neg 

neg (neg) = aff 

Desigur nu întotdeauna mecanismul demonstrației este 
atît de simplu, am văzut dealtfel că adesea raționamentele 
sînt foarte complicate (v. Hilbert), totuși cele de mai sus 
sînt presupuse, cu alte cuvinte facem supoziţia că noi putem 
rezolva problema „x e K sau xæ K?” cu ajutorul logicii 
bivalente (respectiv a mijloacelor de demonstraţie pe care 
ea le oferă). 

“Teoria rezolvării antinomiilor ocupă o mare parte din teoria 
Sistemelor deductive. Dintre metodele propuse vom con- 
sidera : metoda tipurilor (B. Russell), metoda axiomatică 
(Zermelo, Hilbert), metoda intuiționistă (Brouwer), metoda 
lui Tarski pentru antinomiile semantice, metoda lui Boci- 
vat ş.a. 

Teoria kantiană a antinomiilor a însemnat ea însăşi o con- 
tribuție în dezvoltarea ideilor care stau la baza rezolvării 
antinomiilor. 


4.2. Teoria kantiană a antinomiilor 


Acest paragraf constă din rezumarea unor texte deosebit 
de relevante (Critica rațiunii pure). Vom trece însă peste 
acele idei care sînt mai interesante pentru problematica 
filozofică (urmînd ca în ultima parte a lucrării să le luăm 
în, considerație). 

Kant rezumă cercetarea antinomiilor în felul următor: 
„Întrebările care se prezintă în mod firesc într-o astfel 
de dialectică a rațiunii pure sînt deci: 1) care sînt propriu- 
zis judecăţile în care rațiunea pură este de fapt supusă 
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în mod inevitabil unei antinomii?, 2) pe ce cauze se înte- 
meiază această antinomie ?, 3) dacă și în ce mod îi rămîne 
totuşi deschisă rațiunii, în această contradicție, o: cale 
spre certitudine?” [22; 373]. 

La prima întrebare Kant consideră că aserțiunile antino- 
mice „nu pot fi decît exact patru” [22; 400]. (Vezi finit- 
infinit, simplu-complex, necesitate-libertate, temei-înteme- 
iat, toate raportate la „lume”.) 

După părerea noastră, cele mai interesante idei din teoria 
kantiană a antinomiilor în ce priveşte explicarea şi rezol- 
varea sînt următoarele : 

1) „Rațiunea cade de la sine şi inevitabil” în antinomii 
(ele sînt un fenomen necesar) 

2) Acest fenomen fereşte gîndirea de o „convingere ima- 
ginară” 

13) În faţa antinomiilor rațiunea sau cade într-o „desperare 
sceptică” sau stăruie într-o „atitudine doginatică” 

4) Folosirea rațiunii pentru aplicarea principiilor intelec- 
tului „dincolo de limitele experienței” duce la apariția 
unor „judecăți sofistice”” 
'5) Tendința rațiunii uimane spre sisteme (edificii arhitec- 
tonice) nu se poate împăca cu asemenea judecăți anti- 
nomice. 

6) Experiența ca întreg nu este dată în experiență, ea este 
obiect de rațiune. Pe de altă parte, ea este „,„măsura” 
conceptelor. 

7) Două judecăţi opuse pot fi deopotrivă false dacă conțin 
„0 supozitie inadmisibilă. 

8) Antinomiile sînt rezultatul conceperii fenomenelor ca 
lucruri în sine, al extinderii categoriilor intelectului dincolo 
de limitele experienței noastre, al aplicării ideii de „totali- 
tate absolută” (condiție a lucrurilor în sine) la fenomene 
(la experiență). 

9) Antinomiile sînt dovada că asemenea supoziții sînt false. 
Mai abstract, reținem următoarele principii: 

1) Antinomiile sînt un fenomen necesar pentru cunoaștere 
(idee valoroasă mai ales în plan filozofic). 

2) Ele sînt rezultatul unei extinderi nepermise, al accep- 
tării tacite a unei supozițiit inadmisibile. 

3) Pentru a le soluţiona se impune: a) să dezvăluim extin- 
derea nepermisă şi supoziţia ilicită, b) să impunem o 
anumită „limitare” a mijloacelor cu care operează rațiunea 
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şi c) în genere să adoptăm o operare critică cu conceptele. 
Se poate spune că dezvoltarea ulterioară a logicii n-a făcut 
decît să precizeze, confirme şi concretizeze aceste prin- 
cipii: 

În Semnificație și necesitate Carnap a exprimat într-o 
formă concisă esența antinomiilor și a rezolvării lor. 
„Acele situaţii logice care sînt denumite antinomii logice 
(în sensul modern, nu kantian) sau paradoxe logice sînt 
caracterizate prin faptul că există două metode de rațio- 
nare, care deși sînt ambele plauzibile și în acord cu modul 
obişnuit de a gîndi duc la concluzii contradictorii. 
Orice soluţionare de antinomii adică eliminarea contra- 
dicției constă, prin urmare, în a face schimbări adecvate 
în procedeul de raționare, cel puțin una din presupunerile 
sau regulile sale trebuie să fie, în ciuda caracterului lor 
plauzibil, abolită sau restrînsă în așa fel ca să nu mai fie 
posibilă obținerea a două concluzii incompatibile. Uneori 
o anumită formă de inferență este abolită sau restrînsă, 
alteori se întreprinde un pas mai radical prin abandonarea 
anumitor forme de propoziţii care anterior au fost consi- 
derate ca avînd sens şi ca fiind fără pericol” [4; 188]. 
Conceptul de „rezolvare a antinomiilor” va fi deci limitat 
la această concepţie: 

— soluția paradoxelor = eliminarea lor (evitarea lor în 
sistemul teoretic dat), 

— eliminarea paradoxelor = eliminarea condițiilor (supo- 
zițiilor tacite) care le-au dat naştere, 

— eliminarea condiţiilor care le generează = reglementarea 
operațiilor gîndirii, precizarea lor, pe scurt perfecționarea 
aparatului formal (definiții, formulare de judecăţi, raționa- 
mente). 

Marea dificultate de care s-au izbit diferite metode a con- 
stat în faptul că ele s-au dovedit fie prea ,largi”, fie prea 
„înguste? — cu alte cuvinte nu sînt adecvate (nu se potri- 
vesc numai cazurilor date prin definiție) şi de aci nu rareori 
generează ele însele anumite dificultăți noi. 


4.3. Teoria tipurilor 


(1) Forma elasică (B. Russell). Prima concepție sistematică 
şi tehnică despre soluționarea antinomiilor logico-matema- 
tice a fost dată de către Bertrand Russell. 
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Bertrand Russell a fost inspirat de anumite idei :alei lui 
Poincaré. H. Poincaré, care ca și Gauss, era în anumite 
privinţe un „conservator revoluționar”, manifesta multă 
neîncredere față de unele din noile metode care pătrundeau 
în știința contemporană. Despre logistică el spune: îm. iro- 
nie: „logistica nu este sterilă, ea naște antinomii”. Cauza 
acestor antinormii (paradoxe) care au zguduit fundamentele 
matematicii el o vede în existența aşa-numitelor definsttit 
nepredicative, adică acele definiţii care cuprind o anumită 
circularitate („cerc vicios”, deși nu în sensul banal al cuvîu- 
tului). În definițiile nepredicative, definiensul (definitorul) 
nu poate fi construit independent de definiendum. (defini- 
tul). Iată un exemplu de definiție nepredicativă: „limita 
superioară a unei mulțimi de numere reale este cel mai 
mare număr din această mulțime”. În această definiție, 
termenul „,cel mai mare număr din această mulţiine” 
(definitorul) nu poate fi construit independent de „limita 
superioară a unei mulțimi de numere reale” (definitul), 
căci mulțimea respectivă cuprinde și limita ei superioară 
(ea determinîndu-se prin seria elementelor sale). 
Bertrand Russell a preluat ideea cercului vicios al: Teti 
Poincaré făcînd din ea un principiu de bază al propriei 
sale metode de rezolvare a paradoxelor. Väzînd într-un 
asemenea „cerc vicios” cauza paradoxelor, Russell a propus 
teoria tipurilor ca mijloc de construire a matematicii fără 

aradoxe. 

n 1903 Russell publică lucrarea The Principles of Mathe- 
matics vol. I. Tot atunci în anexa II la această lucrare 
Russell dezvoltă ideea tipurilor. Teoria tipurilor a tost 
expusă ulterior în lucrările Les paradoxes de la 'logique 
(„Revue de Métaphysique et de Morale”, Tome XIV,1906), 
Mathematical logic as based on the theory of types (în ;, Ameri- 
can Journal of Mathematic”, XXX, 1908), La theorie ides 
types logiques (Revue de Métaphysique et de Motale”, 
Tome XVIII, 1910) şi în Introducere la Principia Mathe- 
matical. În linii mari teoria conține următoarele idei! 

1) Cauza paradozxelor stă într-un cerc vicios. Pentru functi 
propoziționale aceasta înseamnă că funcția are printre argu- 
mentele ei unele care se definesc în dependență de tunera 
respectivă. 


1 Expunerea urmează îndeaproape textul din Introducere la Pinapa 
Mathematica şi Mathematical logic as based on the theory of types. 
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2);- Pentru a evita cercul vicios (şi deci paradoxele) se impune 
o ierarhizare a funcțiilor conform cu tipul argumentelor 
(= mulțimea de valori admise pentru argumentul dat). 
3)::Conform cu ierarhia stabilită argumentele funcției nu 
pot :lua: valori de un tip egal sau mai mare decît al funcției. 
4) Deoarece prin ierarhia tipurilor se elimină unele propo- 
ziții care utilizează termeni nepredicativi dar care sînt 
fundamentale pentru matematică, pentru a reintroduce 
aceste propoziții prin altele echivalente cu ele dar „predi- 
cative” se foloseşte axioma reductibilității. 


A) Clase și funcții. Totalități ilegitime. Matematica contem- 
porană a adus în centrul atenției noțiunea de „clasă” 
(resp. „mulțime”, „colecție” etc.). Clasa este, în concepția 
lui. Russell, o constantă logică. Unei clase (ex. „clasa oame- 
nilor; *) îi corespunde un concept (aci conceptul de „om””), 
concept care este dat printr-o definiție. Uneia și aceleiași 
clase pot să-i corespundă mai multe concepte, de exemplu, 
„primul număr cu soț” şi „numărul întreg cuprins între 
1 şi 3” sînt două concepte pentru aceeaşi clasă. 

Clasele pot fi determinate prin extensiune (adică se dă 
lista elementelor) în caz că sînt finite. Se înțelege că nu 
e vorba de posibilitățile practice de a aplica o astfel de 
metodă deoarece în cazul în care o mulțime finită este 
suficient de mare metoda nu poate fi aplicată în limitele 
de'spaţiu şi de timp pe care le putem manipula. Presupunem 
că Russell, ca și alți autori, are în vedere aplicarea metodei 
sîn principiu” abstracție făcînd de posibilitățile noastre 
practice. Russell însuşi nu a discutat această supoziție 
care analizată mai atent s-a dovedit ulterior o idee rodnică.) 
Clasele mai pot fi apoi date printr-o proprietate (inten- 
siune) indiferent dacă sînt finite sau infinite. În acest din 
urmă oaz ele sînt considerate ca totalitate a argumentelor 
care satisfac o funcție propozițională dată. De exemplu, 
funcția „x este om” “determină clasa oamenilor, adică 
şirul 

Socrate şi Platon şi Aristotel şi... şi... 

Deşi clasa apare ca un obiect singular, aci ea este con- 
cepută ca pluralitate de obiecte. Russell distinge între a 
coțișidera- „clasa ca unu” şi a o considera ca „,pluralitate”. 
Clasa:j,ca unu” (ca fotalitate) poate să ducă la anumite 
difieultăți. De exemplu, în expresia „clasa tuturor claselor” 
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clasa este considerată, pe de o parte, ca unu fiind o totali- 
tate, dar pe de altă parte această totalitate este o pluralitate 
care cuprinde însăşi clasa ca unu. 

Desigur nu în toate cazurile lucrurile stau astfel, de exem- 
plu, clasa ființelor umane este văzută doar ca pluralitate 
de elemente, ea nefăcînd parte dintre acestea. 

Comparînd clasa cu elementele ei se presupune că acestea 
pot fi date independent de clasă, or în primul caz, avem 
situația ciudată că există un element (însăşi clasa) care nu 
satisface o astfel de condiție. Această situație este rezul- 
tatul unui „abuz” în utilizarea ideii de „toți” („toate 
clasele””). 

“Astfel de clase sînt reflexive” sau altfel spus „în cerc 
icios”. Utilizarea lui „toți? dă impresia că ar exista o 
„totalitate? ceea ce nu e cazul, sau, cum spune Russell, 
o astfel de totalitate este „,„nepermisă”, este o „totalitate 
ilegitimă”. 

Putem să înțelegem astfel această idee a lui Russell. Pre- 
supunem că am face inducția incompletă și deci amplifi- 
catoare asupra claselor. Trecem în revistă clasele 

Roi Bop eta Rege, n e 

şi deodată transcendem posibilitățile noastre empirice de 
enumerare spunînd „toate clasele”. O astfel de transcen- 
dere a experienței limitate este pe deplin posibilă în alte 
cazuri, nu însă și în acest caz. Cum astfel de formațiuni 
reflexive duc la paradoxe, prudența operării cu ele trebuie 
să crească şi mai mult. 

Cuvîntul „toți” (ca şi ideea de „totalitate”) trebuie folosit 
în mod critic. Russell a analizat pe larg semnificaţia acestui 
cuvînt pentru a determina o anumită limitare a utilizării 
lui. Această analiză este efectuată în Mathematical logic 
as based on the theory of types. Trebuie să distingem pe 
„toți? (all) de „,oarecare” (any). („„Toţi” este identic cu 
„orice”.) 

Ca exemplu de utilizare a lui „oarecare? avem expresia 
„„X = x” sau teoremele aritmetice care încep, de exemplu, 
cu „triunghiul ABC”. În primul caz e vorba de un x oare- 
care arbitrar ales, în al doilea de un triunghi arbitrar ales 
(nu de toți). La fel în ce priveşte utilizarea expresiei f(x) 
în propoziții de felul acesta: „Spunem că o funcție f(x) 
este continuă pentru x = 0 dacă...” (Aci f(x) este o funcție 
oarecare pentru care propoziția are sens.) ' 
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Distincția de mai sus apare clar în cazul variabilelor. 
Cînd spunem „pentru orice x” atunci variabila este apa- 
rentă, iar cînd nu se specifică dacă e vorba de orice, se 
înțelege că x este oarecare, iar variabila este numită reală. 
În notație avem respectiv 

(22) şi H Dx 

După cum observă Russell, în matematică deducția se 
efectuează cu variabile reale nu aparente. Iată un exem- 
plu (dat de el): 

1) (x)®x 

2) (x){®xD Fx} 

3) PD Fx 
4) 
5) 


6) (x)¥x 

(Presupunem că cititorul cunoaşte acest lucru din calculul 
natural.) 

Deci pentru a deduce trebuie să trecem de la variabile 
aparente la cele reale şi apoi revenim la cele aparente 
(la sfîrşit). 

(Ca exemple el dă trecerea de la „toate triunghiurile isoscele 
au unghiurile de la bază egale” la „toate triunghiurile care 
au unghiurile de la bază egale sînt isoscele”’ sau demon- 
strarea în logică a modului Barbara.) 

Totuşi variabilele aparente sînt indispensabile în special 
în definiții (v. de exemplu, definiția continuului), deci 
utilizarea lui „toți” nu poate fi în aceste cazuri înlocuită 
cu „oarecare”. Dimpotrivă, pentru a evita erorile de „,refle- 
xie” această înlocuire se impune. 

După părerea lui Russell nu putem spune ,toate propozi- 
țiile”, „toate proprietățile” (aceasta ar genera o nouă 
proprietate), după cum nu putem spune „toate clasele”. 
Din această cauză legile logice (care se referă la propoziţii) 
nu pot avea enunțuri generale. Nu se poate spune „pentru 
orice propoziție $, > şi non-p nu pot fi împreună adevărate”, 
ci doar „p şi non-p..." ceea ce înseamnă că „nu existăt 
o propoziţie care să fie legea necontradicției, ci există numai 
exemple ale acestei legi”. Se impune dar să studiem mai 
îndeaproape propozițiile generalizate, adică cu referire uni- 
versală la o clasă. Cum trebuie să înțelegem pe „toți” 
din :propoziția „toți oamenii sînt muritori” ș.a. (Este clar 
că clasa oamenilor are totalitate.) 
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Russell propune mai multe interpretări pe care le anali- 
zează. Să le luăm pe rînd în ordinea în care el le dă:deși 
pentru înţelegerea teoriei tipurilor această redare nu este 
necesară. Cunoaşterea respectivei analize prezintă însă. un 
interes general pentru logică. 
1) Propoziția de mai sus poate fi înțeleasă ca „dacă x 
este om, atunci x este muritor”. 

Două observaţii se impun: 

— domeniul lui este mai mare decît al clasei Om şi este 
nedeterminat (dealtfel în genere domeniul variabilei! nù 
poate fi mai mic decît ansamblul valorilor care realizează 
funcția), 

— propoziția aşa cum e reformulată este adevărată chiar 
dacă n-ar fi oameni. 

2) Expresia „toți oamenii” care pare a indica obiectul 
despre care vorbeşte propoziția noastră nu are denotat 
(luată, izolat) şi deci nu se poate spune că respectiva pro- 
poziție ar fi despre toți oamenii (nu există un astfel de 
„obiect”). De aci Russell conchide că propoziția trebuie 
interpretată independent de această expresie („frază”, în 
sensul mai larg utilizat uneori în logică, al acestui cuvînt). 


3) Dar să presupunem că ar exista un obiect desemnat de 
„toți oamenii” atunci nu i s-ar putea atribui ideea de 
mortalitate. Lucrurile nu s-ar schimba dacă am spune 
„orice om este muritor” 

4) Formularea 1) la rîndul e său nu se referă la „toți oamenii” 
în sensul obişnuit al acestei expresii, ea poate prea bine 
să se refere şi la ființe închipuite, „îngeri”, să zicem.’ 

5) Dăm o nouă interpretare: „totdeauna (always) este 
adevărat că dacă x este om, x este muritor”. (În românește 
putem s-o reformulăm şi astfel „oridecîteori x este om, 
x este muritor”, ceea ce stilistic este mai adecvat.) 
Revine atunci să discutăm despre „totdeauna”! (ori, cum 
anı spus, „oridecîteori’”’). l 


6) Se limitează x la cazul în care este om? Dacă lucrurile 
ar sta astfel (Şi n-ar cuprinde, să zicem, şi astfel de napimi 
ca „îngeri”) s-ar putea construi inferența : T 
„x este muritor deoarece dacă x este om x este ukos 
Or, de aci, conform cu înțelesul lui „totdeauna” ar rezulta 
mai departe „este totdeauna adevărat că x este muritor!!, 
enunț care este fals. ia 
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Într-adevăr, limitînd pe x la om putem scrie: „dacă omul 
este om, omul este muritor” 

Or, „omul este om” este logic adevărată deci „omul Esi 
muritor” ar fi logic adevărată (adică totdeauna) ceea ce 
e fals. 

7) Să interpretăm pe „totdeauna” prin „pentru. toate 
valorile lui x”. În presupunerea că „pentru toate valorile 
lui x” este expresia legitimă ea ar trebui să se refere şi la 
„toate propoziţiile”, „toate funcțiile”, „toate clasele” etc., 
or am văzut că acestea sînt totalități circulare, reflexive, 
nelegitime. O astfel de interpretare cade, datorită acestor 
implicații. Domeniul lui x trebuie restrîns, ceea ce ne duce 
la ideea de „„univers al discursului” în care valorile lui x 
pot să se afle. 

8) Russell încearcă apoi interpretarea lui „,totdeauna” 
(always) ca „,oridecîteori x aparține clasei 7”'. Consecința 
este că propoziţia „toți oamenii sînt muritori” se trans- 
formă în „,oridecîteori x aparține clasei 7, dacă x este om, 
el este muritor” (ori în altă formulare: „este totdeatina 
adevărat că dacă x aparține clasei s atunci dacă x este om, 
x este muritor”). Respectiva formulare nu restrînge pe x 
la clasa om şi presupune trecerea la altă clasă, care la rîndul 
său de asemenea ar presupune trecerea la o nouă clasă ș.a. 
ad infinitum. 

9) Avînd în vedere că nu există propoziție falsă de forma 
„dacă x este om, atunci x este muritor” rezultă că nu 
putem exclude pentru x decît unele valori care fac din 
propoziție un nonsens (deci cazurile în care expresia, res- 
pectivă ar înceta să mai fie- propoziție în sensul strict al 
cuvîntului). 

Am văzut că, într-adevăr, conform cu (7) anumite valori 
sînt excluse (de ex. însăşi funcția). Din nou conchidein că 
funcția propozițională trebuie să aibă un „domeniu de 
valori” care, deşi nu se reduce la sfera oamenilor, totuşi 
nu cuprinde orice se poate imagina. 

10) O ultimă interpretare a respectivei propoziții pe: care 
o dă este „,dacă x este om, x este muritor totdeauna” unde 
„totdeauna” înseamnă „pentru toate valorile funcției 
«dacă x este om, x este muritor»”. Or, precizează Russell, 
o astfel de limitare ține de natura funcției, este internă, 
căci este imposibil ca o funcție să fie adevărată mai mult 
decît pentru toate valorile ei. Explicitarea este deci de 
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prisos. Mai mult, dacă domeniul de semnificație al funcției 
ar fi 1, funcţia „dacă x este s atunci dacă x este om, x este 
muritor” ar avea același domeniu de semnificație, căci ea 
nu poate avea semnificație decît dacă partea ei „dacă x 
este om, x este muritor” are la rîndul său semnificație. 
Ceea ce înseamnă că şi în acest caz domeniul de semni- 
ficaţie rămîne implicit. În concluzie, noi nu putem face 
explicit domeniul de semnificație deoarece încercarea ar 
duce la o nouă propoziție în care domeniul de semnificație 
ar fi implicit. 

Cum să interpretăm deci propoziţiile de forma ,„(x)®x” ?. 
Prin una din următoarele expresii: „Dx totdeauna”, „Dx 
totdeauna adevărat”, „toate propozițiile de forma Px sînt 
adevărate”, „toate valorile funcţiei x sînt adevărate”. 
(Trebuie să avem în vedere că valorile funcției propozi- 
tionale sînt propoziții.) Ë 

În consecință, expresia toţi” (àli) are sensul de „toate 
valorile funcției propoziționale” (orice alt ,„toți” este deri- 
vat din acesta). „Orice funcție propozițională, scrie Russell, 
are un anumit domeniu de semnificație în care se află argu- 
mentele pentru care funcția are valori. În acest domeniu 
al argumentelor funcția este adevărată sau falsă, în afara 
acestui domeniu ea este un nonsens” [51; 45]. Se conchide 
de aci în mod firesc că pentru Russell „a avea sens” = ,a 
fi adevărat sau fals”. 

Că „Ox este semnificantă” înseamnă deci că „funcția are 
o valoare pentru argumentul x” (valoare care este o pro- 
poziție adevărată sau falsă). 

Domeniul de semnificație al funcției este totalitatea valo- 
rilor pentru care funcția este adevărată sau falsă (= este 
semnificantă = are valoare logică); deci „toate valorile 
funcției x sînt adevărate? înseamnă „Dx este adevărat 
pentru toate valorile posibile ale lui x’ (= toate propo- 
zițiile corespunzătoare lui x sînt adevărate), unde „valori 
posibile” = acelea pentru care Px este semnificantă. În 
alte cazuri decît cele indicate mai sus, aplicarea lui ,„toți” 
poate fi nelegitimă. Iată şi un text sintetic: „Orice propo- 
ziție care conține toți (all) asertează că o funcție propo- 
zițională este totdeauna adevărată şi aceasta înseamnă că 
toate valorile funcției sînt adevărate nu că funcția este 
adevărată pentru toate argumentele, deoarece există argu- 
mente pentru care o funcție dată este fără sens, adică nu 
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are valoare. Deci noi putem vorbi de toți (all) al unei colecţii 
atunci cînd colecţia formează parte a întregului domeniu 
de semnificație al unei funcţii propoziționale, domeniul de 
semnificație fiind definit drept colecţia acelor argumente 
pentru care funcţia în chestiune este semnificantă, adică 
are valoare” [51; 147). 

În vederea limitării funcțiilor la domeniul lor de semmi- 
ficație și a evitării utilizării abuzive a lui „toţi” se va intro- 
duce ierarhia tipurilor. La rîndul lor vor fi eliminate clasele 
„ca unu”, deci totalitățile ilegitime, care vor fi despicate 
în clase corect formate. Studiul lui Russell asupra funcţiei 
propoziționale nu se limitează la analiza expresiei „toţi”, 
în Introducere la Principia Mathematica acest studiu îmbră- 
țişează și alte aspecte. 


B) Functia propozițională și ambiguitatea sistematică. Se dis- 
ting „funcțiile propoziționale” (cele care prin substituție 
devin propoziții, respectiv iau ca valori propoziţii) ex., Om 
(x) şi „funcțiile descriptive” (reprezintă termeni), ex. sin (x). 
Spre deosebire de propoziție, funcția propozițională este 
ambiguă și această ambiguitate constituie principala ei 
trăsătură. 

Considerînd formula identității „A este 4” ea exprimă 
(psihologic vorbind) o singură judecată (are o singură 
intenție) logic însă ea se referă la orice propoziţie deter- 
minată ca „Socrate este Socrate”, „Platon este Platon” 
ş.a., însă nu vizează pe nici una din acestea în mod expres, 
luată în parte. Nu vizăm un „obiect definit”, ci o „valoare 
nedeterminată a funcției”. 

În aceasta constă caracterul ambiguu al funcţiei, noi ne 
gîndim la o valoare, dar nu la una anume. Avem aşadar 
două moduri de raportare: 

— odată raportăm funcția neambiguu la o valoare nedeter- 
minată (nespecificată) ; 

— pe de altă parte, raportăm funcția în mod ambiguu la 
valori specificate (Pa, ®b, 

O funcție este bine definită „dacă toate valorile ei sînt deja 
bine definite” (buna definire este altceva decît ambigui- 
tatea sistematică). 


Valorile funcției sînt definite independent de funcție, deci ea 
nu se poate afla printre ele, cu alte cuvinte funcţia este aceea 
care presupune valorile şi nu valorile presupun funcția. 
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Dacă există o valoare care presupune funcția atunci avem 
dim'nou (ca şi în cazul claselor) un „cerc vicios” şi anume 
cazul::cel mai interesant de cerc vicios.  Annintindu-ne 
de. formula impredicabilului „Imp (x)? am văzut că printre 
valorile lui x se găsea însăşi „Imp (x). Totuși înțelegerea 
funcției nu depinde de fiecare valoare în parte (mai ales 
că de foarte multe ori numărul lor este infinit), ea poate 
fi înţeleasă independent. 

În vederea deosebirii în simbolism între funcție, valoarea 
nedeterminată şi valori  deterwpipate,. Rugacii, introduce 
urmätoarele, şimboluri : pa (funchi), Dlx x) Qali hede- 
terminată), BA, Db, (valori determinate). (Despre o 
funcție se spune că denotă valoarea sa). Următoarele moduri 
de a vorbi sînt corecte: 

a) „x este o propoziție (este un enunț ambiguu despre 
o valoare nedeterminată), 

b) „Dâ” este o funcție propozițională (este un enunț 
neambiguu despre ambiguitatea funcției, funcția fiind o 
ambiguitate). 

Valorile funcţiei au forma Ox, cu „condiția ca x să nu aibă 
o valoare care să cuprindă pe 03, prin urmare, o forma- 


țiune ca „0(03)” nu poate fi propoziție. O astfel de forma- 
țiune „nu are semnificație” sau „nu exprimă nimic” 


Deosebim deci două feluri de argumente: 

— argumente pentru care funcția are valoare (acestea sînt 
„valorile posibile ale lui x”), 

— argumente pentru care funcția n-are valoare. 

Se spune că Dx este semnificantă pentru x, dacă are o 
valoare corespunzătoare valorii acordate lui x*. 

Astfel dacă avem funcția „x este om” atunci pentru valoa- 
rea „Socrate” a lui x vom avea valoarea ,„,Socrate este om” 
a funcției. 

Formele „2(03)” sînt fără sens, căci ar reveni să spunem 
în „exemplul nostru ,, «x este om» este om”, ceea ce n-are 
sens. Mai mult, despre ea nu putem spune că este falsă, 
căci negația unei funcţii fără sens este deopotrivă fără 
sens (vezi ,„, «x este om» nu este om'').P Această idee a lui 





i : $ cai i o gi m A a : 
* În legătură cu termenul de funcție’ reamintini distincțiile: 1) corėès-; 
pondența univocă, 2) valoarea funcției, 3) expresia funcțională. 
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Russell cere o discuție mai amplă, discuție pe care o vom 
dezvolta-o în alt capitol. 


Unei funcții ỌẸ îi corespund trei forme de aserțiuni : 

a) | PxDx are loc pentru un x oarecare, arbitrar ales 
b) | (x)Pz (P(x) are loc pentru orice valoare posibilă a 
lui x) 

c) + 3x®x (există cel puțin o valoare a lui x pentru care 
are loc -Px) 


C) Ambiguitatea sistematică a adevărului și falsului. Despre 
o propoziție spunem că este adevărată sau falsă. Am văzut 
că există formațiuni fără sens („,0(93)”) care nu admit 
asemenea calificative. La fel stau lucrurile cu „®{(x)®x}” 
deși aceasta pare să aibă o excepție. 

Fie funcția „p este fals” şi propoziţia corespunzătoare 
„(5) 2 este fals”. Expresia ,(f) p este fals” asertează orice 
propoziție de forma ,,p este fals”. Respectiva propoziție 
formulată fără simboluri este „orice propoziție este falsă”, 
aserțiune despre care sîntem înclinați să spunem că este 
falsă (a se vedea raționamentul analog făcut de către Des- 
cartes). În acest caz s-ar ajunge la formațiunea „,((5) p 
este fals) este fals”. 


Or, aci propoziţia ,(%) p este fals” este argument al funcției 
„$ este fals”, ceea ce reprezintă un cerc vicios (un argu- 
ment al funcției se defineşte în termeni de funcție). 


Russell explică această aparentă excepție prin ambiguitatea 
sistematică a termenilor „adevăr” şi „fals”. El scrie : „cuvin- 
tele „adevăr” şi „falsitate? au mai multe semnificații 
diferite care se acordă cu forma propoziției la care ele se 
aplică”. 

Astfel propoziţia de forma ®a este în alt fel adevărată (sau 
falsă) decît propozițiile de forma (x)Px şi Jx®x. El con- 
vine să acorde pentru prima „adevăr prim” (resp. „fals 
prim”), iar pentru cele două forme cuantificate „adevăr 
secund” (resp. „fals secund"). Termenul „adevăr secund” 
(resp. „fals secund”) este definit după cum urmează. 


Expresia: „{(x)Ďx} are adevăr secund” înseamnă că 


` A k y . v 
„orice valoare pentru x are adevăr prim”, adică „,(x) 
(x are adevăr prim)”. Expresia ,{3x®r} are adevăr 


A > PE . š A G 
secund” înseamnă „există valori ale lui Dx care au adevăr 
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prim”, adică „ 3xx are adevăr prim”. În mod analog se 
defineşte „falsul secund”. Din această concepție rezultă 
că trebuie să se specifice felul de falsitate în cazul expresiei 
„(6) p este fals”. 

Dacă avem în vedere falsitatea primă vom scrie în loc de 
„p este fals” „p are fals prim”, ceea ce are sens numai 
dacă $ are fals prim sau adevăr prim. 

La rîndul său expresia ,(p) p este fals” este înlocuită cu 
„toate propoziţiile (care au sau adevăr sau fals prim) au 
fals prim”. Cu alte cuvinte predicatul „fals prim” este 
atribuit propozițiilor care au sau fals prim sau adevăr prim. 
Reţinînd această limitare putem exprima pe scurt propo- 
ziția nouă introdusă de Russell astfel: 

„(2) p are fals prim” 

La rîndul ei o astfel de propoziţie are fals secund și ea nu 
poate fi un argument al funcției „$ are fals prim”. 

(Că are „fals secund” se poate justifica uşor deoarece p 
poate avea ca valori şi propoziții cu adevăr prim, deci 
nu doar propoziții cu fals prim cum se spune în enunţul 
nostru.) Nu există, în concluzie, excepție de la ideea că 
„P[(x)Dx)” este fără sens. 

Analiza adevărului şi falsului este importantă pentru stu- 
„dierea paradoxelor semantice. Esenţial în cele de mai sus 
este că el distinge adevăr (resp. fals) de diferite ordine. 


D) Principiul cercului vicios. Făcînd sinteza celor trei 
paragrafe anterioare am găsit trei feluri de cerc vicios: 
1) clasa conține elemente care sînt definite în dependență 
de clasă (cu alte cuvinte clasa ia parte la propria sa for- 
mare), 2) funcția are argumente care sînt definite în ter- 
meni de funcție, 3) propoziţia asertează despre sine (acest 
ultim caz este particular în raport cu cazul 2) așa cum s-a 
arătat, însă este important să fie semnalat separat). 
Cercul vicios poate apărea în legătură cu diferite feluri de 
entități (formulările fiind analoage) — clase, funcţii, predi- 
cate, propoziții, numere, expresii etc. În anumite condiții 
cercul vicios poate să ducă la paradoxe în cazul fiecăreia 
din entitățile enumerate. Am văzut că locul central îl 
ocupă noțiunile de „funcţie” şi de „„clasă” (colecţie), funcția 
fiind într-un anumit sens mai importantă decît clasa, deoa- 
rece într-un fel sau altul toate celelalte entități pot fi 
raportate la ea. 
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Pentru a preveni cercul vicios (pe care-l consideră cauza 
paradoxelor) Russell formulează aşa- -numitul „principiu al 
cercului vicios” care ia diferite forme în funcție de entități. 

lj j,Orice cuprinde totalitatea unei colecţii nu trebuie să 
Spaga parte din colecţie” (sau „dacă o colecție are o astfel 
| de totalitate care conține membrii ce se definesc în ter- 
menii totalităţii, atunci colecția respectivă nu are totali- 
tate”) [49]. 

Cînd spunem că „o mulțime nu are totalitate” aceasta 
“înseamnă că nu se poa „cornstrui o propoziție cu semnifi- 
cație despre „toţi membrii ei”. O mulțime ai cărei membri 
presupun totalitatea mulțimii, în realitate, nu are total 
(totalitate). Astfel este „mulțimea tuturor mulțimilor” 
Există deci clase (mulțimii, colecții) care nu au totalitate. 
Ele sînt interzise prin principiul cercului vicios. Cînd avem 
asemenea concepte este necesar „să despicăm” mulțimea 
în altele care au totalitate (ceea ce şi este scopul teoriei 
puilor): 

9)! Orice funcție care presupune printre argumentele ei 
“ufel e care sînt definite în termeni de funcție este fără sens. 

De exemplu, „Clasa í a nu este. membru al clasei” este fără 
sens deoarece €a presupune că funcția propozițională care 
defineşte clasa (ex. „x are a-proprietate”) poate lua 
clasa ca argument (ca valoare). Clasele de obiecte deter- 
minate de aceste funcții sînt în acest fel într-un mod spe- 
cial reflectate în ele înseşi, de aceea Russell le numeşte 
„reflexive”. Pentru astfel de argumente funcția nu va 
deveni- nici propoziție adevărată, nici propoziție falsă, ci 
va fi fără sens. 

De exemplu, dacă în funcţia „x este muritor” vom substitui 
„muritor” pentru x vom obține propoziția ‚muritor este 
muritor”, ceea ce conform cu tratarea logico-matematică 
ar însemna „proprietatea muritor este muritor''. Or aceasta 
este un nonsens. 

Analog funcția „x este clasă” poate genera nonsensul 
„clasa este clasă” (a nu se confunda cu expresia obişnuită 
a principiului identității „A este A”, expresie care nu 
este dată în limbajul logicii mi 





» 


E) Ierarhia tipurilor. Îi vederea evitării utilizării abuzive 
a cuvîntului „toţi”, a eliminării „totalităților ilegitime”, a 
limitării funcțiilor la domeniul lor de semnificație, a apli- 
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cării corecte a predicatelor „adevăr” şi „fals” și în genere 
a evitării „cercului vicios”? care poate duce la paradoxe, 
Russell efectuează o clasificare ierarhică a diferitelor enti- 
tăți predispuse cercului vicios și în primul rînd a funcțiilor. 
Această ierarhizare se realizează cu ajutorul ideilor de 
„tip” şi de „ordin”. 
„Un tp este definit ca un domeniu de semnificație al 
funcției propoziționale, adică colecția argumentelor pentru 
care funcția are valori” [51; 147). 
Ierarhia tipurilor este destinată rezolvării antinomiilor 
logico-matematice (în sensul dat de Ramsey) cea a ordi- 
nelor vizează antinomiile „epistemologice”. Diferența din- 
tre tip şi ordin nu e suficient de clar definită. 
Tipul se referă la domeniul valorilor. Ordinul este o diferen- 
țiere în cadrul tipului (începînd cu tipul unu), el se referă 
la propoziții şi funcții propoziționale. Vom avea astfel 
ordinele 1, 2, ... n (în cadrul fiecărui tip > 0). Pe de altă 
parte ordinele se divid în două : „„predicative” și „,„nepredi- 
cative”. 
În vederea simplificării ierarhizării se produce mai întîi 
o unificare a ideilor de „,„propoziție” și „funcție propozi- 
țională” pornind de la noțiunea de „matrice”. 
Dacă într-o propoziţie înlocuim variabilele aparente sau 
termenii constanți cu variabile reale obținem o formă 
pe care o vom numi „matrice””. 
Aceasta va fi atit matricea "Dropoziției originare cit și a 
oricărei funcții sau propoziții care se poate obține din ea prin 
transformarea de variabile veale în variabile aparente. 
Exemplificăm în modul următor această idee. 
Fie propoziția „Ion este fratele lui Gheorghe”. Să punem 
în locul termenilor constanți „Ion” și „,Gheorghe” varia- 
bilele x şi resp. y, iar predicatul frate să-l notăm cu O, vom 
obține matricea O (x, y). Aceasta este matricea propoziției 
respective cît şi a următoarelor formațiuni : 
a) ® (Ion, y) 
b) ® (x, Gheorghe) 

(x) D(x, y) 


h) 3x 3y®(x, y). 
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Numărătoarea tipurilor începe de la zero, iar a ordinelor 
de la unu. Utilizînd ideea de tip vom obține ierarhia : 
1) Tipul zero: indivizii (notați cu constante individuale 
a,b,c, ... sau cu variabile individuale x, y, z, ...) 


2) Tipul unu : funcţii de indivizi (®%, Oy, ...) 


3) Tipul doi : funcţii de funcții de indivizi (ex. f(0x), ...) 
Orice matrice va fi cel puțin de tipul unu, orice propoziție 
sau funcție obţinută din matrice va avea acelaşi tip cu 
matricea. 

Astfel, dacă P(x) este o matrice care are tipul unu Yz0(z), 
3x0() vor fi propoziţii de același tip adică — unu. La fel 
propoziţia singulară (2). 

În presupunerea că argumentele pot fi de diferite tipuri 
se stabileşte că tipul funcţiei este cu unu mai înalt decît 
cel mai înalt tip care poate fi stabilit printre argumente. 
Dacă argumentele funcției au cel mult tipul n, atunci 
funcția va avea tipul n + 1. 

Trecerea la ideea de ordin se face în felul următor: 
Matricea de tipul unu (deci care are ca valori ale argu- 
mentelor indivizii) este de ordinul unu. Funcțiile sau pro- 
poziţiile care se obţin prin cuantificarea variabilelor indi- 
viduale vor fi de asemenea de ordinul unu. 

Funcţiile sau propozițiile care se obțin prin cuantificarea 
variabilelor funcționale vor fi de ordinul doi. Notînd cu 
b,(2) toate funcţiile şi propoziţiile de ordinul unu, atunci 
cuantificarea lui ®, va duce la funcții de ordinul doi, ex. 
vo, D(x), 20,0,(). Notînd apoi cu ®,(x) funcţiile şi pro- 
pozițiile de ordinul doi putem forma prin cuantificarea 
lui .(x) funcţii de ordinul trei VO,.0,(x), 30.0,(2) ş.a.m.d. 
Cu privire la ierarhia propozițiilor Russell scrie : „Ierarhia 
propozițiilor poate fi derivată din ierarhia funcțională și 
noi putem defini propoziţia de ordinul n ca una care cu- 
prinde o variabilă aparentă de ordinul n — 1 în ierarhia 
funcţională”. 


Reguli de interdicție și permisie. 

(1) Dacă o entitate are tipul n ea nu poate fi aplicată decît 
la entități de tipul (n — 1) şi nu i se pot aplica decît enti- 
tăți de tipul (n + 1). 

(2) Dacă o funcție are ordinul n atunci argumentele ei 
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vor avea cel mult ordinul  — 1 şi nici o funcție de ordinul 
n sau (n + m) (unde m> 1) nu poate fi substituită argu- 
mentelor sale. 


F) Funcții predicative și funcții nepredicative. Russell îm- 
parte funcţiile în două : predicative şi nepredicative. „Dacă 
„0 funcție are mai multe argumente şi cel mai înalt ordin 
jcare apare printre argumentele funcției este n, atunci dacă 
ea este de ordinul n + 1, adică cel mai de jos ordin com- 
patibil cu acela pe care îl au argumentele sale, noi vom 


v 


numi funcția predicativă”. 

„O funcţie nepredicativă de ordinul n se obţine dintr-o 
funcție predicativă de ordinul n prin transformarea unora 
din argumentele de ordinul  — 1 în variabile aparente” 
(nu toate). 


. - A . 
Funcția de ordinul unu de forma Px este consecvent predi- 
cativă, pentru ea nu există funcție nepredicativă. 
'(Jorgen Jorgenson precizează că funcţiile predicative sînt 


matrice,) Fie de ex. matricea de ordinul 2 ,„f(®!x)”, ea 
este o funcție predicativă, prin cuantificarea variabilei 
obținem funcția nepredicativă : 

(D)f!(V !x, x). 

(Notația complicată asupra căreia vom reveni ţine de 
diversificarea simbolismului în funcție de ierarhia tipurilor.) 
Conform cu această distincție care aminteşte de definițiile 
nepredicative, noi vom considera nepredicative, de exemplu, 
funcțiile în care se vorbeşte de „toate proprietățile” sau 
„toate funcțiile de (argumentul) a”. Astfel în definiția 
identității 

x = y : = (Ð) (Dx = by) 

expresia ,„(®)(®rx = y)” „este nepredicativă deoarece 
variabila ® care e cu un ordin mai mic decît ordinul respec- 
tivei funcții (0)(bx= ®y) este cuantificată, dînd astfel 
naştere la expresia nepredicativă „toate proprietățile”. 
Conform cu teoria tipurilor corect este să se spună în loc 
de „toate proprietățile lui a", „toate proprietățile predica- 
tive ale lui a” sau „toate proprietăţile de ordinul n ale lui 
a”. Am văzut mai sus definiția nepredicativă a identităţii, 
ea nu implică nici o dificultate logică. Există în matema- 
tică multe aserțiuni importante în formă nepredicativă 
care de asemenea nu creează dificultăți. Rezultă că teoria 
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tipurilor elimină din logică și matematică propoziții impor- 
tante nepredicative (dar şi neparadoxale). 

Pentru a repara această pierdere Russell a introdus aşa- 
numita axiomă a reductibilității. Vom expune-o cu unele 
explicaţii suplimentare necuprinse în textul lui Russell. 


G) Axioma reductibilității. În vederea formulării acestei 
axiome se introduce conceptul de „echivalență formală”. 
Două funcţii Dy şi Fx sînt formal echivalente dacă ele sînt, 
adevărate pentru exact aceleaşi valori ale argumentului x. 
În general P(x, ... x) şi P(x, ... 2) sînt formal echi- 
valente dacă pentru orice x, ... x, are loc 

P(x -e Xa) EF (2o <- Xn) 

Russell scrie echivalența formală asociind cuantificarea cu 
relația : 

x =,F (x) 

(unde „ =,” înseamnă „echivalent pentru orice %”). 
Formularea axiomei este acum următoarea: pentru orice 
funcție dată de ordinul n există o funcție predicativă formal, 
echivalentă cu ea. Pentru funcțiile de un argument expresia 
axiomei este : 

1) IF (r=, Y !x) 

Formula poate fi extinsă la n argumente, iar dacă convenim 
să notăm cu P(x, ... x) funcția predicativă atunci putem 
scrie: . 

2) I P(x, <-> La) Ern, DP (3013, rose Aa) 

Pe de altă parte, dacă convenim să indicăm ordinul func- 
ției prin indici numerici (cum fac unii autori), atunci putem 
da o formulare chiar mai generală. 


Fie să notăm cu OP” ordinul funcției. Vom scrie: 
3) aP((z, oo Xp) See Pl e Xa) 

(aci n-am făcut nici o presupunere cu privire la ordinul 
variabilelor x, ... Xa). 

Dacă presupunem Că xy, Xa ... 4, Sînt variabile de tipul 
zero, atunci obținem formula particulară 

4) "A PUD (4 Xe -s Xa) Erpe ty Pixi ooo Xp) 

Se poate apoi cuantifica universal O” aşa cum fac Hilbert 
şi Ackermann : 

5) (0")3P' (D°(xu n Xa) Er... r) Piru eee a) 

Russell încearcă să facă intuitivă această axiomă prin 
reformulări şi exemple. 


1 
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Fiind dată o funcţie este totdeauna posibil să găsim o 
matrice (= o funcție predicativă) formal echivalentă cu 
ea. Această afirmaţie, spune el, echivalează cu supoziţia 
că „orice combinație sau disjuncție de predicate (dată 
intensional) este echivalentă cu un predicat”. Ca urmare, 
„toate proprietăţile” va fi despicată într-o disjuncție de 
proprietăți (de ordinul indicat). Într-adevăr, se știe din 
cursul de logică faptul că: 

3xA(x)= A(x) V... VA) V- 

La rîndul său expresia 3P P(x, ... X„) poate fi în același 
fel desfăcută într-o disjuncție : 

3PP(x,, -s x) E P(x o Ea) V Polti -oe Xa Vo 
Lăsînd la o parte scrupulele teoriei tipurilor putem spune 
că din „toate proprietățile au loc despre a” putem deduce 
ideea că „există cel puțin o asemenea proprietate (din 
această totalitate) care are loc despre a”. 

Ca exemplu intuitiv Russell consideră propoziţia „Napoleon 
avea toate calităţile care fac un mare general”. În loc să 
spunem „toate calitățile” formăm disjuncția predicatelor 
marilor generali (care, caz fericit, sînt în număr finit). 

Ne abatem şi aci de la simbolismul lui Russell (foarte 
incomod) şi scriem disjuncția Pi V Pav... V P, cu XP. 
Acesta este un predicat care nu mai cuprinde ideea de 
„toate proprietățile” şi care poate fi atribuit lui Napoleon 
ZP (Napoleon). 

O aplicaţie interesantă se poate face la principiul identității. 
Acesta se justifică prin faptul că formulării (0) (bx = by) 
îi corespunde totdeauna o matrice Wx = ¥y. 


H) Simbolismul teoriei tipurilor. Jorgen Jorgenson rezumă 
într-un tabel simbolismul introdus de Russell pentru ideile 
din teoria tipurilor. În acest tabel se exemplifică ordinele 
funcțiilor, formaţiuni ilegitime, matrice, funcții nepredi- 
cative, simbolizarea unei funcții, simbolizarea valorii (ne- 
determinate a funcției). 

Aceste trei serii de exemple sînt suficiente pentru ca citi- 
torul să poată reconstitui regulile acestui simbolism (evi- 
dent, foarte greoi). 

I) Aplicații. Scopul imediat al metodei tipurilor a fost 
soluționarea paradoxelor, cu timpul însă ea a devenit un 
procedeu de construcție sistematică a teoriilor logico- 
matematice. Astfel în logică s-a construit „calculul de dife- 
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Expresii funcționale 
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rite ordine” (Stufenkalkül), în matematică au fost date 
variante ale teoriei mulțimilor construită cu ajutorul meto- 
dei tipurilor, mai mult, a început să se vorbească despre 
anumite teorii cu denumirea scurtă de „teoria tipurilor”. 
Într-adevăr, corespunzător metodei se poate concepe o 
teorie a mulțimilor ierarhizate, o teorie a funcțiilor ierar- 
hizate etc. În ce priveşte soluția paradoxelor, metoda 
tipurilor împiedică construirea unor „mulțimi ctenare 
şi în genere a unor entități în ,cerc vicios” prin faptul că! 
procedînd inductiv la construirea entităților (de la tipul! 
O la tipul 1, de la 1 la 2 ş.a.m.d.) nu ajunge niciodată să 
vorbească despre „clasa tuturor entităților”. Nu se poate 
forma „mulțimea tuturor mulțimilor” nici propoziția care, 
să vorbească despre sine, nici funcția care să se ia pe sing 
ca argument, nici expresia care să se autodesemneze. Or, ciri 
cularitatea (autologia) fiind o condiție necesară pentru apa- 
riția paradoxelor este suficient ca ea să fie eliminată pentru 
ca formațiunile paradoxale să nu mai apară. Din expunerile 
lui Russell putem conchide modul de ierarhizare a diferite- 
lor tipuri (clase, predicate, relații ş.a.). Există o coresponden- 
ță între ierarhia diferitelor entități. Iată tabelul respectiv : 











Tip| Clase | Predicate | Relaţii | Funcţii Simboluri 
0 | indivizi indivizi indivizi indivizi a,b,c,...x, 
Y, £ 

1 | clase de predicate Relații Funcții 9, p,... 

indivizi de indivizi |! între de indivizi 
indivizi 

2 | clase de predicate Relaţii de Funcții de | f, g, k, ... 
clase de de predicate| relații între | funcții de 
indivizi de indivizi | indivizi indivizi 
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Exemplificarea diferitelor tipuri nu este atît de uşoară pe 
cît ar putea să pară, la prima vedere. Evident, tipul O 
şi tipul 1 nu prezintă dificultăți, dar deja tipul 2 este 
dificil de exemplificat pentru cine nu este obişnuit cu 
asemenea idei. 

Fie tipul 0: Alexandru Macedon, Iulius Cesar, Napoleon,. . . 
(pentru toate entităţile). 

Tipul 1: clasa marilor personalități, predicatul „a fi gene- 
ral”, relația „,x este tatăl lui y”, funcția „Om (x). 
Tipul 2: clasa tuturor claselor echipolente cu clasa de 
tipul unu (adică numărul cardinal al unei clase), a fi pre- 
dicat monadic (ex. general este un predicat monadic), a fi 
o relaţie ntranzitivă între x şi y (ex. relaţia „x este tatăl 
lui y”? este intranzitivă), funcția Adevărat („F(x)”). 

În legătură cu propoziţiile (caz limită al funcţiilor) observăm 
că o propoziție elementară ca „Ion este om” este de tipul 1 
deoarece provine din matricea P(x) a funcției Om (x), 
iar „ «Ion este om» este adevărată” este de tipul (ordinul) 
2 deoarece provine din matricea A(Px) a funcției „,Adevă- 
rat (b(x))”. În dependență de entități putem deci construi 
diferite teorii ale tipurilor. 

Din cele de mai sus decurge că totuşi teoria tipurilor s-a 
dovedit prea largă în legătură cu sarcina de a elimina 
paradoxele, de aci nevoia de a o restrînge prin aserțiuni 
de tipul „axiomei reductibilității”. 

Pe de altă parte, s-a adus obiecția că propoziţiile care 
enunță metoda tipurilor nu satisfac ele înşile condițiile 
impuse de teoria tipurilor. Aceasta însă nu este o obiecție 
cu greutate, acesta este cazul tuturor teoriilor, oricît de 
precise ar fi principiile care prescriu construirea ei, ele 
sînt formulate într-un limbaj universal care nu satisface 
nici pe departe precizia prescrisă pentru teorie. 


(2) Dezvoltări ale teoriei tipurilor. În cele de mai sus am 
reprodus teoria tipurilor (cu excepția unor adaosuri expli- 
cative) în varianta sa originară (aşa cum a fost formulată 
de Russell). Mai departe vom urmări unele evoluții ale 
principiului ierarhiei tipurilor. 

(1) Teoria: tipurilor a lui Russell este un model intuitiv 
al teoriei mulțimilor. Ea dă principii de ierarhizare a mul- 
țimilor şi a funcţiilor care le definesc. Există o anumită 
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prolixitate în expunere, prolixitate care constă cel puţin 
în următoarele: 
a) nu totdeauna e clară şi consecvent utilizată diferența 
dintre entităţi (clase, predicate, relații, funcții etc.) şi 
expresii, de ex. nu e clar dacă ne referim printr-o expresie 
de forma: „x e K” imediat la clase sau la expresii despre 
clase cum ar fi „xe Om”, „xe Animal” ş.a.) 
b) diferența dintre tip şi ordin este uneori pur verbală, 
alteori de conţinut (de ex. în cadrul aceluiași tip putem 
deosebi „ordinul predicativ” şi „ordinul nepredicativ”'), 
c) simbolismul adoptat este foarte incomod. 
Ramsey a arătat că teoria lui Russell este o „teorie rami- 
ficată a tipurilor” şi că ea poate fi redusă la teoria simplă 
odată ce am adoptat axioma reductibilității (adică distinc- 
ţia de „ordin” devine superfluă). 
Wang Hao atribuie lui Russell formularea încă din 1916 
a trei metode posibile 1) teoria zigzag, 2) teoria limitării 
volumului, 3) teoria fără clase. 
Ca exemplu de „teorie zigzag? Wang Hao consideră pe 
cea a lui Quine (NF); Zermelo şi von Neumann au a- 
doptat teoria limitării volumului, iar Russell însuşi me- 
toda 3) (= teoria ramificată a tipurilor). Teoria limită- 
rii volumului constă în a nu opera cu extensiuni „prea 
mari”, ceea ce a fost precizat de von Neumann ca însem- 
nînd: „o extensiune nu este prea mare atunci şi numai 
atunci cînd nu este echivalentă cu universul tuturor mul- 
țimilor” [19; 367]. 
În teoriile ZF sau NF formula: „~ xe x” are sens însă 
nu este permis s-o folosim pentru definirea unei mulțimi, 
iar în NB „= xex' (adică ,„(x)~ xex’) defineşte 
colecția universală, însă aceasta nu este mulțime, ci clasă 
(Bernays arată că o mulțime este clasă de îndată ce nu 
mai poate fi element al unei mulțimi). 

A 


Skolem şi Fitch permit mulțimea x ~ (x e x) însă nu admit 
aplicarea terțului exclus la ea. 

Despre ordin Wang Hao precizează: „spre deosebire de 
ordin care este determinat prin modul în care este intro- 
dusă o abstracție, tipul unei abstracții este determinat 
complet prin extensiunea acesteia” [19; 385]. Wiener şi 
Kuratowski au integrat şi relațiile în clase. Relaţiile sînt 
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concepute ca clase de perechi ordonate sau în general de 
u-tuple ordonate. 

Un cuplu <x, y> este ordonat și el poate fi reprezentat 
(după Kuratowski) ca o clasă cu următoarele elemente 
{{x}, {x, y}} unde (x,y) nu este ordonat. În acest fel se 
obține o simplă ierarhie a claselor. Cuplul va avea tipul 
í + 2, adică în cazul de mai sus dacă numărătoarea începe 
de la O, atunci clasele {x} și (x, y} au tipul 1, iar clasa lor 
are tipul 2. 


(3) Teoria modernă a tipurilor. Această teorie adoptă: 
a) reducerea relațiilor la clase, 

b) ierarhia simplă a tipurilor (indivizi, clase de indivizi, 
etc.), 

c) utilizarea unui singur fel de variabile indiciate superior 
(superscripte) sau inferior (subseripte) ex. ,Ẹx", x" şi 
33 m Xa” 

Sistemul tipurilor bazat pe aceste principii a fost formulat 
de Gödel (o variantă puțin diferită de cea a lui Russell). 
Definiția identității în acest sistem are forma: 

XIa = Yn (Zn +a) (n E 2n-1 E Yn e Zn +1): aie ca aaa Me g 
Axiomele comprehensiunii, extensionalității şi infinitului 
joacă un rol important în aceste teorii de forma indicată. 
Wang Hao arată că s-a sugerat şi introducerea tipurilor 
negative (— 1, — 2, ...) [19; 390]. 


(4) Teoria lui Quine. Această teorie se bazează pe adop- 
tarea : 

1) unificării variabilelor fără indici, 

2) principiului stratificării propoziţiilor : 

— unei variabile îi corespunde un singur număr întreg 
în toate intrările sale în formulă, 

— variabila care stă după semnul e are cu o unitate mai 
mult decît variabila care precede acest semn. 

Se observă că numerotarea trebuie să fie doar posibilă 
nu indicată. Ex. propoziția : (x e y &y e 2)v (re w & w ez) 
este „stratificată”' deoarece putem să-i asociem variabilei 
x numărul unu, variabilelor w şi y numărul doi, iar lui z 
numărul trei. 

Dimpotrivă, propozițiile „xe x&yezăze x şi, xey& 
&yezyxez' nu sînt stratificate’ deoarece asemenea 
numerotare nu e posibilă. 
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În prima formulă presupunînd x = 1, atunci y = 2șiz=3, 
dar în z e x, x ar avea numărul 4 nu 1! În forinula a doua 
x are numărul 1, y are 2 şi z are 3, or în xe z diferența 
între x şi z ar fi de două unități. 

După cum se poate observa în cazul lui Quine numerotarea 
este doar presupusă, ea nu este indicată (se cere doar să 
poată fi indicată). Principiul stratificării limitează axioma 
de existență a mulțimilor, însă nu este obligatoriu ca toate 
formulele să fie stratificate. Definiția identității şi axioma 
comprehensiunii iau forme obişnuite. Axioma extensiona- 
lității ia forma: 

(z) (Ze x=zey)Dx=y 

O altă axiomă este a stratificării („zigzag axioma” cum 
îi spune Wang Hao): 

Dacă F(x) este stratificată şi nu conține nici o variabilă 
liberă y atunci Jy(x) [(x = y = F(x)] 

Metoda lui Quine admite mulțimea universală (y) definită 
(x)xe y şi chiar ye y. 

Quine a extins sistemul NF în ML pentru a putea deduce 


teoria numerelor. Acest sistem admite chiar „clase nepredi- 
cative”. 


(5) Teorii mai slabe. Wang Hao în [19] prezintă şi unele 
teorii mai slabe înrudite cu teoria tipurilor. 

O primă variantă pleacă de la teoria lui Zermelo. Dăm 
elementele acestei teorii. Intuitiv se iau ca bază A (mulți- 
mea vidă) şi P (mulțimea tuturor submulțimilor). 
P(A) este (A) 

PUA)) este (A, (A) 


Aceasta corespunde cu modul în care B. Russell produce 
şirul numerelor naturale din mulțimea vidă. 

Notăm cu (k) mulțimea cu numărul de ordine & astfel 
produsă. Se vede că p(n) este mulțimea potențială a mul- 
țunii p(n — 1). 

Se presupune apoi mulțimea infinită 7 care conține mul- 
țimile care intră în p(k) (k-număr finit). 

I = A, {A} (4), ..-) 

Aplicăm apoi P la I şi obținem P(I). Notăm I cu (œ) 
şi celelalte cu p(o + k) 
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Se introduce spațiul S ca totalitate a mulțimilor 2(g) 
(e =0,1,...0,0+1,...) 

Teoria mai slabă presupune introducerea spațiului S’ (= 
= suma mulțimilor (i) pentru orice î <a), S! conţine 
numai mulțimi finite. 

Wang Hao notează această teorie cu 7,. 

T, este un fel de variantă a tipurilor dar de nivele mai 


înalte ca T,. Variabilele în T, au indici (1, ...,n). Simbo- 
lul x, este „„mulțime” sau „clasă de tipuri i”, x; — „clasă 
de tipul 7”. 

Formulele de bază sînt de forma : 

Me yı 

Xi E Yin 


Definiția identității : 

X% = Yu (2) (21 E ne 3 E y1) 

Xii = Via: (2) (2% E Xit E Zei) 
Avem deci tipuri de la 1 la 7. 


(6) Calculul de diferite ordine (Stufenkalkül). Preluînd 
ideea de ierarhie din teoria tipurilor, Hilbert şi Ackermann 
au propus construirea calculului predicatelor „pe ordine” : 
ordinul unu, ordinul doi, ordinul z. 

Se presupune generalizarea axiomelor. De exemplu axioma 
Va F(x) — F(y) se 

generalizează astfel : 

vxF,(x) — F„(y) şi 

VAnF mAn) — FnlBa) (m> n) 


(7) E. Specker despre ambiguitatea tipurilor. Se porneşte 
de la principiul de formare a mulțimilor din teoria T. 
Există două posibilități de a formaliza şi axiomatiza o 
astfel de teorie: a) se introduce predicatul P, pentru 
tipul k: P,(a) („a este element de tipul $”), b) se introduce 
un şir separat de variabile pentru fiecare tip. Această a 
doua variantă este aleasă de autor. Pentru marcarea 
tipului se foloseşte superscriptul, pentru diferențierea va- 
riabilelor subscriptul, astfel: 

20, 0, 20 

Xi Wa, Xg 

xI, X2 X3, 
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Formulele elementare sînt de două feluri: formate cu = 


(de exemplu, xk = xp) şi cu e (ex. xp € kp™') (unde k =p 


sau k 45). 

Mulțimile ordonate după tipuri vor fi: 7, (vidă sau infi- 
nită), Ta Ta, ... (formate ca în 7). Tu, este mulțimea 
potențială a lui T, 

„Teoria ideală a tipurilor” poate să fie definită ca mulțime 
de propoziții (forınule fără variabile libere) adevărate în 
fiecare structură (Te 7, ... =, E). [51; 136]. Se for- 
mulează axiomele extensionalității și comprehensiunii (pe 
scurt E, C). 

Dacă S este o formulă relativă la tipul n atunci St va 
îi o formulă relativă la tipul n + 1. 

Rezultat: dacă S este teoremă în (E, C) atunci şi St e 
teoremă în (E, C). Acest rezultat a fost formulat de Gödel 
ca „axiomă a ridicării tipului”. Specker consideră acest 
rezultat ca fiind primul care dă un sens termenului de 
„ambiguitate a tipurilor”. (Rezultatul poate fi formulat 
şi relativ la „teoria ideală a tipurilor”). l 
Propoziția inversă nu are loc. În schimb are loc o formulare 
relativă la ideea de „teoremă” (nerelativizată): dacă 
S+ e teoremă și S e teoremă. (Această regulă aminteşte de 
teoria tipurilor negative a lui Wang Hao.) 

Pentru cazul cînd avem supoziţia U, = T+} dacă U 
și T sînt izomorfe poate avea loc chiar echivalența 

Se St. 


4.4. Metoda axiomatică 


Definiția dată de Cantor „„mulţimii” a dus după cum am vă- 
zut la antinomii. Deja Cantor a împărţit mulțimile în două : 
„consistente”” şi „„neconsistente”, fără însă a indica criterii 
precise pentru distincție. Am văzut că Russell a luat ca 
măsură pentru limitarea noțiunii de „„mulțime''şi a concep- 
telor legate de totalități („toţi””) regulile teoriei tipurilor. 


(1) Sistemul. ZF. ş.a. O serie de autori (Zermelo, von 

cumann, Bernays ş.a.) au propus ca mijloc de limitare 
metoda axiomatică. Este drept sistemele axiomatice constru- 
ite nu asigură necontradicţia în general, dar ele asigură 
faptul că acele raționamente care au dus la antinomii 
nu apar în aceste sisteme. 
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Un prim sistem este cel al lui Zermelo completat ulterior 
de Fraenkel (ZF). 

Raţionamentele paradoxale sînt considerate în acest sistem 
„ca demonstrație prin reductio ad absurdum de neezistență 
a unor astfel de mulțimi” (Fraenkel), aceasta deoarece 
presupunerea de existență duce la contradicții. 

În ce priveşte antinomiile semantice ele în genere nu 
apar în sistem. Un sistem mai tare este construit de von 
Neumann. Von Neumann introduce o axiomă care exclude 
caracterul de element al obiectelor de aceeaşi extensiune 
cu mulțimea universală (V = Ax(x = x)) Cuantorii se aplică 
doar la elemente. 

Ideea lui von Neumann se găsește în esență la P. Bernays 
care împarte obiectele teoriei mulțimilor în două : „„mulțimi” 
şi „clase”. Sistemul nu conține „indivizi”. Ca urmare a 
diviziunii el introduce şi două tipuri de apartenențe: apar- 
tenența la mulțime (x e 2) şi apartenența la clasă (24) 
(respectiv două tipuri de incluziuni). 


(2) Sistemele axiomatice formale. În vederea rezolvării 
definitive a paradoxelor D. Hilbert uneşte axiomatica 
cu formalizarea. Într-o serie de studii el arată cum se poate 
trece de la abordarea teoretic intuitivă a obiectelor la sisteme 
formale axiomatizate. 

Cauza paradoxelor constă într-o operare „insuficient de 
critică” cu astfel de noțiuni ca „toţi”, „există”, „mulțime”, 
„infinit” (noţiuni între care există o anumită legătură, 
după cum va arăta). Matematica are un conținut indepen- 
dent de logică şi deci nu poate fi întemeiată pe logică, pe 
de altă parte, logica însăși presupune unele concepte mate- 
matice („mulțimea” şi într-o anumită măsură chiar „nu- 
mărul”). Trebuie acționat deci asupra ambelor — atît a 
logicii cît şi a matematicii. 

Propoziţiile care operează cu „toți” și „există? antrenează 
uneori „mulțimile infinite” (între altele pe cele inconsis- 
tente). Este necesar să analizăm mai îndeaproape esența 
infinitului. 
a) Infinitul nu există în realitate (nici în sensul „diviziunii”! 
la infinit, nici în sensul extinderii la infinit). Diviziunea la 
infinit este doar ideea noastră* 


* Hilbert preia aci unele idei la modă în fizica timpului său. 
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b) Realitatea este finită și totuşi noi operăm în gîndire cu 
infinitul, el ocupă un rol de prim plan. Avînd o egalitate 
cu o variabilă noi putem pune în locul variabilei un număr 
oarecare şi astfel „formula conține o mulțime infinită de 
propoziţii”. Fiecare propoziție este ceva finit şi nu pune 
probleme. 

c) Alt punct de vedere în care ne întîlnim cu infinitul 
este „metoda elementelor ideale” (adică ceea ce numim 
noi azi „obiecte ideale”). Aceste elemente (utilizate adesea 
în geometrie, ex. „puncte ideal de îndepărtate”) fac legile 
mai Simple. Sistemele infinite de numere formează un 
„număr ideal”. De aci teoria numerelor transfinite (Can- 
tor). Există două feluri de infinit: infinit potențial (în 
devenire) și actual („în formă încheiată”). Frege şi Dede- 
kind au aplicat infinitul actual în fundamentarea arit- 
meticii. Cantor a adîncit ideea de infinit distingînd între 
„infinit numărabil” şi „infinit nenumărabil”!. Apariția para- 
doxelor însă a pus în discuție construcţiile cu privire la 
infinit. Cauza stă în conceperea „informală? a infinitu- 
lui, în operarea nelimitată cu legile gîndirii. Gândirea logică 
informală este necesară, numai modul arbitrar de formare 
abstractă a noțiunilor trebuie înlăturat. Există un conținut 
„nelogic”” care constituie condiția preliminară a aplicării 
deducțiilor logice — anume „obiectele determinate, con- 
crete date în contemplarea vie”. 

Deducțiile logice sînt sigure cîtă vreme ne sprijinim pe 
asemenea obiecte care sînt percepute distinct. În particular, 
în matematică, astfel de obiecte sînt înseși semnele, ca de 
exemplu: 1, 1], 111, .... Aceste semne luate în sine 
n-au nici o semnificaţie. 

Pentru a vorbi despre ele se introduc prescurtări (ex. 2 = 
= 11, 3 = 111, ...) precum şi semne pentru transmite- 
rea de aserțiuni (+, =, <). 

Astfel, 2 + 3 = 3 + 2 arată că, avînd în vedere prescur- 
tările, 2 + 3 şi 3 + 2 reprezintă acelaşi semn 11111. 
Pentru semnele numerice noi putem introduce şi litere. 
Acestea antrenează termenii de „există” şi „toți”. „Există” 
este o prescurtare pentru o disjuncție care poate să fie 
infinită. 

Nu ne putem limita la finit, căci atunci unele legi logice 
n-ar mai fi valabile, 
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Dilema în care ne pune deci Hilbert este următoarea: 
dacă ne-am limita la mulțimi de propoziții finite (ca 
„2+3=5") atunci unele legi logice n-ar mai putea 
fi aplicate, căci ele cer mulțimi infinite de astfel de propo- 
ziții, dacă utilizăm infinitul putem ajunge la paradoxe. 
Este necesar să adăugăm la propoziţiile finite „propoziții 
ideale” (infinite) pentru a salva legile logicii. 

Cum să introducem propozițiile ideale? Prin tratarea ex- 
presiilor cu litere ca simple formule constituite din simboluri 
fără semnificație. 

Am tratat deci calculul aritmetic ca pe un simplu proces 
formal („cu obiecte”); vom face acelaşi lucru cu calculul 
literal. Propoziţiile de forma „2 + 3 =3 +4 2, „83> 2" 
nu pun probleme, lor li se adaugă acum formule „a + 
+b=b+a” (propoziţii ideale). „„Avînd în vedere că 
propoziţiile ideale, anume formulele, nu au prin sine semni- 
ficaţie, deoarece ele nu exprimă aserțiuni finite, operaţiile 
logice asupra lor nu pot avea loc informal ca asupra pro- 
pozițiilor finite” (Hilbert). 


Este necesar să formalizăm și operațiile şi demonstrațiile 
logice. Eliminînd conținutul, formalizarea elimină posibili- 
tatea contradicţiilor între propoziții, căci contradicţiile nu 
pot apărea între obiecte reale, ci numai între propoziţii. 
Totuşi problema necontradicției rămîne și anume ca posi- 
bilitate de a obține anumite combinații care în domeniul 
propoziţiilor finite reprezintă evident contradicții (ex. 
0 #0). 


Avînd formula logică (A & 4) —> B şi punînd în locul lui 
B Oz 0 noi obţinem 


(A&A) —>0 70. 

Este necesar să arătăm că nu putem detaşa o astfel de 
concluzie ca 070. 

Or noi avînd în loc de demonstraţii informale simple ope- 
rații exterioare cu obiecte putem prin inspecție vizuală 
să verificăm dacă se obține sau nu o astfel de combinație. 
(Proprietățile demonstrațiilor sînt vizual verificabile.) 
În acest fel se demonstrează necontradicția şi cu aceasta 
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consistenţa mulțimilor infinite, căci a exista = a fi necon- 
tradictoriu. 

Legile logice clasice (în speță terțul exclus) își vor păstra 
acum deplina valabilitate. 


4.5. Metoda intuiţionistă 


Marele matematician olandez Brouwer a considerat că 
izvorul antinomiilor logice trebuie căutat în condiții mai 
adînci decît eroarea cercului vicios. Brouwer leagă apariția 
paradoxelor d€ 6 anumită înțelegere a conceptului de tnfi- 
nit. Binecunoscutele legi clasice — legea terțului exclus şi 
legea dublei negaţii — sînt valabile pentru mulțimile finite. 
Credinţa îndelungată în terțul exclus, scrie Brouwer, 
se explică prin 1) caracterul evident necontradictoriu al 
principiului pentru o oarecare aserțiune simplă; 

2) valabilitatea practică a întregii logici clasice pentru 
totalitatea fenomenelor simple. 

Pentru intuiționism „terțul exclus n-ar putea fi sursă de 
adevăr în matematică, decît dacă adevărurile pe care le 
cuprinde au fost sau pot fi experimentate” 

Mulţimile infinite depăşesc posibilitățile experienței noastre 
“şi ca atare ele nu îngăduie aplicarea terțului exclus şi a 
dublei negații. Raționamentul prin absurd care se bazează 
pe aceste două legi este de asemenea respins. Aplicarea 
acestor legi şi procedee la mulțimile infinite dă naștere 
infinitului actual („infinitul cantorian””) noțiune care ascun- 
de în sine paradoxele. Prin urmare cauza paradoxelor stă 
în extinderea legilor terțului exclus şi a dublei negații 
la mulțimile infinite. Se impune o limitare a aplicării acestor 
legi. Noțiunea de infinit actual este înlocuită cu noțiunea 
de infinit potențial. Concepţia lui Brouwer a fost numită 
„intuiționism”' deoarece pleacă de la ideea de construcție 
matematică intuitivă. La baza matematicii stă procesul de 
construcţie a entităților matematice, proces pe deplin 
intuibil. Logica corespunzătoare a fost construită de către 
Heyting (este logica intuiţionistă sau 7nfinitistă). 


4.6. Metoda lui Bocivar 


Logicianul sovietic D. A. Bocivar consideră că paradoxe- 
le sînt expresii „absurde”, adică „fără conţinut”. În logica 
pură astfel de paradoxe nu apar, ele pot apărea însă în logica 
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aplicată. Logica aplicată spre deosebire de logica pură 
conţine axiome de existență şi permite includerea în ea a 
anumitor predicate determinate care la rîndul lor presu- 
pun existența. În unele cazuri propozițiile de existență 
introduse odată cu predicatele deterininate vin în contradic- 
ție cu axiomele de existență, ceea ce se şi exprimă în 
paradoxe. Pentru a analiza propozițiile paradoxale D. A. Bo- 
civar propune un calcul logic trivalent. „În acest sistem se 
rezolvă problema logică specifică a analizei paradoxelor 
logicii matematice prin metoda demonstrării formale a 
absuraității anumitor enunțuri” [3; 287] Vom expune în 
linii generale logica trivalentă a lui Bocivar. Ea constă 
din trei părți : a) calculul propoziţiilor, b) calculul funcțional 
„îngust, c) calculul funcțional „lărgit” (în care se anali- 
zează paradozxele). 


(1) Enunţuri în logica lui Bocivar. Există două feluri 
de enunțuri cu sens: enunțurile adevărate şi false. Alte 
enunțuri nu au sens, sînt absurde sau, cum mai scrie Boci- 
var, „fără conținut”. Principiul logicii lui Bocivar este 
deci următorul: „orice enunț sau nu are sens sau este adevă- 
rat sau este fals” [3; 288] În afară de aceasta enunțurile 
pot fi divizate în două tipuri: „clasice” (sau „interioare””) 
și „neclasice” (sau „exterioare”). Iată tabelul lor: 


Enunţuri interioare Enunţuri exterioare 

„A” „A este adevărat” 

„non-A” „A este fals” 

„Aşi B” „A este adevărat și B este 
adevărat” 

„A sau B” „A este adevărat sau B este 
adevărat”? 

” ES oS 9 : 
2 Lă 
„dacă A atunci B „dacă A este adevărat atunci 


B este adevărat” 
„A este absurd” 


Se observă că fiecărui enunț interior îi corespunde un enunț 
exterior, dar inversa nu este adevărată, căci există un 
enunț exterior „A este absurd” căruia nu-i corespunde 
nici un enunț interior. Enunțurile interioare şi cele exteri- 
oare (corespunzătoare) sînt simultan false sau simultan 
adevărate. 
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(2) Calculul funcțional restrîns. 

1) x, y, z ... (variabile obiectuale) 

2) fi eax bg LY ), ... funcții variabile. 
Noţiunea de formulă se definește inductiv (vezi calculul 
predicatelor) 

3) Cuantorul (x) (universal) este luat ca bază şi slujeşte 
pentru introducerea altor cuantori; 

a) (6x)f(x) = ~ (x) ~f(x) 

b) axf(x) = (6x)-f(2) 

c) Væf{x) = (x) | f(x) 

Cuantorii (x) şi (8x) sînt clasici și se citesc respectiv: 
„pentru orice are loc însuşirea f” şi „există un x cu 
însușire f”. 

Cuantorii (Yx) şi ( 3x) sînt neclasici și se citesc respectiv 
„pentru orice x este adevărat f(x)” şi „există un x pentru 
care este adevărat f(x)’. Se dau apoi axiome specifice. 


(3) Extinderea calculului functional și analiza paradoxelor. 
Se construiește un sistem ce cuprinde orice formulă clasică, 
Se analizează paradoxe logice (Russell) și semantice (Gre- 
ling, Weyl). 


Il 


Paradoxul lui Russell. Se pleacă de la formula Pd(ọ) 
= p(p). De aci prina D C a se obține ẹ(ẹ) D C ẹ(p) 
sau folosindu-ne de definiția lui Pa 

olp) D CPd(ẹ) : 

Funcția ~ Pd aparține domeniului de semnificație al lui ọ. 
Substituim deci ọ/~ Pd: 

(~ Pd(=Pd) DC Pd( ~ Pd) 

Considerăm în sistemul È (logica trivalentă) funcția e,(9,) 
și determinăm Pda(o,) = Palp) 

Domeniul lui ọ, coincide cu domeniul lui e, totuşi aD Ca 
nu are loc în È deci n-o putem folosi. În schimb are loc 
a = a. În această ultimă formulă substituim pe a cu 
PrlPr) : 

P (Pa) = Pa(0,) 

Folosind definiția lui Pd scriem : 

Palp.) = ș,(e) 


* 


* Simbolul „2 C” este echivalența. Alte simboluri utilizate aici sînt | a 
(„a e absurd"), ~ (negația, iar în alt context chiar ,echivalența’’). 
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Funcţia „~ Pda” ţine de domeniul de valori al variabilei 
q,. Prin substituție obținem : 

Pd( ~ Pad) = ~ Pd (~ Pd) (a) 

Folosind formula demonstrabilă în > anume: a = ~a. = 
= |a obținem: 

Pd(- Pd) = ~ Pd(~ Pd). = | Pd(= Pd) 

şi în virtutea formulei (a) obținem : 

| Pad (- Pa) 

Mai departe în virtutea lui ja = | ~ a obținem 

| = Pad(= Pa). 

În acest fel enunţul Pd( ~ Pd) este absurd ca și negația lui 
interioară. 

Am prezentat un exemplu de analiză a paradoxelor cu 
ajutorul calculului trivalent. Un alt punct de vedere asupra 
paradoxelor se bazează pe distincția între „aparatul calcu- 
lului logic în sensul propriu al cuvîntului şi aparatul axio- 
melor şi regulilor care determină domeniul obiectelor la 
care se aplică calculul logic”. Calculul funcțional lărgit 
fără teoria tipurilor este contradictoriu. „Din punctul de 
vedere al problemei despre natura contradicţiilor apărute 
în acest calcul este esențial că prin trecerea de la calculul 
funcțional „restrîns” la cel extins are loc nu numai inclu- 
derea de predicate în domeniul obiectelor, dar în mod pro- 
priu construcția însăşi a domeniului se bazează pe axiome 
determinate cu caracter existențial deși nu evident formu- 
late”. Se presupune că oricărei formule de forma 

A(v, w, ... 7) 

îi corespunde în domeniul de obiecte un predicat. El poate 
fi introdus formal cu ajutorul unui simbol individual: 
1) Fo, w, ...r) = A(v, w, ..., 7) 

după care poate fi considerat ca o semnificație particulară 
a predicatului variabil ọ. Afirmația existențială ascunşă 
are forma: 

2) (55(v)(o) ... (fo, w ... r) ~A, w, ... 7). 

Prin urmare, definițiile de forma (1) nu sînt simple pre- 
scurtări sau introduceri ale unor noi moduri de a scrie 
formula, ca de exemplu definiția: A —> B = AV B, care 
nu conține în sine axiome de existență relative la obiecte 
determinate. Aceasta este doar o definition in use. 
„Logica însă nu conține judecăți de existență despre obiec- 
te speciale, nici judecăți despre relații speciale de caracter 
existențial între obiecte. Prin urmare, calculul funcțional 
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lărgit nu reprezintă prin sine în realitate un formalism 
logic pur deşi cuprinde în sine un anumit formmalism logic”. 
Calculul funcțional extins este de fapt aplicarea unui forma- 
lism logic la domeniul de obiecte în componența căruia 
intră predicate. „Construcţia acestor predicate se realizează 
în definiții de tipul (1) iar existența lor se postulează în 
axiome existențiale care se conțin în definițiile lor”. Calculul 
logic pur poate fi uşor izolat şi non-contradicția lui se poate 
demonstra. „De aceea contradicţiile calculului funcțional 
lărgit trebuie să fie considerate numai ca rezultat al anexării 
la sistemul axiomelor logice a unor axiome speciale de 
existență incompatibile cu primele şi care se conțin în defi- 
niţii de tipul (1)”. În acest formalism calculul logic conținut 
este cel clasic (notat de Bocivar cu Ko). Ko se obține prin 
eliminarea din calculul lărgit a regulii care ne permite să 
introducem predicate individuale prin definiția de tipul 
(1), cît şi a regulilor clare sau tacite care conțin afirmaţii 
despre legăturile netriviale de caracter existențial dintre 
obiecte (în particular, predicate) și, împreună cu regulile 
indicate, axiomele speciale de existență care înlocuiesc mul- 
țimea infinită, și de singularitate a predicatelor constante. 
Totuşi Ko pune problema să nu se conțină anumite afir- 
mații de existență căci unele totuşi se conțin (ex. asupra 
nonvidității fiecărei categorii în domeniul obiectelor). Prin- 
tr-o serie de schimbări obținem o aplicaţie a lui Ko, pe care 
o notăm cu PKo. În PKo are loc axioma de existență: 
1) (p)(5e)u(e) ~el) 

Legătura acestei formule cu paradoxul lui Russell este 
evidentă : 

2) F(ẹ) = ẹ(ẹ) NE 
Paradoxul se obține dacă adăugăm la ®Ko definiția (2) 
şi prin aceasta axioma de existență pe care o conține: 


3) (Ep) (pple) ~el) 
Negarea acestei formule este : 


4) (&)(o)(v(9) ~ e(9)) 


Or această formulă este echivalentă cu (1). Analog stau 
lucrurile şi cu alte paradoxe. 

Bocivar conchide: ,,(1) Logica nu este contradictorie. Nu 
există nici un paradox logic. (2) Toate paradozxele apar ca 
urmare a anexării la sistemul axiomelor logice a unor 
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axiome speciale care asertează existența în domeniul obiec- 
telor a unor predicate determinate cu însușirea de a con- 
trazice axiomele logicii”. 


4.7. Metoda semantică 

Tarski și Carnap au indicat o metodă specială de rezolvare 
a paradoxelor semantice. Cauza paradoxelor semantice 
constă în confundarea diferitelor nivele de limbaj, prin 
urmare a separa aceste nivele înseamnă a evita păradoxele. 
Ca urmare se obține diviziunea „limbajul-obiect” și „„me- 
talimbajul'””. Dacă un limbaj este supus studiului atunci 
el se va numi „limbaj-obiect'” și orice propoziție despre 
limbajul obiect va fi formulată în metalimbaj. 

Tarski justifică această separație prin următoarea analiză 
a paradoxului mincinosului. Fie c o prescurtare pentru 
propoziția „ce este falsă”. Dacă acum la aceasta vom aplica 
schema definiției adevărului : 

1) „x? este propoziție adevărată dacă şi numai dacă x, 
vom obține definiția particulară : 

2) „c este fals” este propoziție adevărată dacă şi numai 
dacă c este fals. 

(Aci expresia în ghilimele este numele propoziției, iar expre- 
sia pe care am subliniat-o este însăşi propoziția.) 
Înlocuind expresia „c este fals” cu prescurtarea ei obți- 
nem paradoxul: 

3) c este propoziție adevărată dacă şi numai dacă c este 
fals. Cauza paradoxului, consideră Tarski, constă în aceea 
că în raționamentul de mai sus litera c are dublă funcție 
(vezi (3)), ea este în prima parte nume al propoziției, 
iar în ultima este parte a propoziției, deci nume şi parte 
în raport cu propoziţia „c este fals”. 

Numele propoziției ține de metalimbaj, prin urmare, aci 
se confundă o expresie din metalimbaj (ca nume) cu una 
din limbajul-obiect (parte a propoziției din acesta). 
Limbile naturale sînt inevitabil „închise” (se confundă cele 
două nivele), de aceea ele sînt prin natura lor predispuse 
paradozelor, în schimb în limbile formalizate (= sistemele 
deductive) nivelele pot fi riguros separate şi deci paradoxele 
vor fi evitate. Prin urmare, avem o „ierarhie de limbaj”, 
analog cu o „ierarhie a tipurilor”. 
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4.8. G. H. Poincaré despre paradoxe 


]. Ca ŞI A Poincaré își pune problema dacă 
regulile logicii pot fi extinse de la colecțiile finite la cele 
infinite. El consideră că „logica formală nu este decît 
studiui proprietăților comune clasificării” (37; 102], iar 
condiția valabilității acestor reguli este ca „clasificarea 
adoptată să fie imuabilă” [37; 102]. 

„Antinomiile care au fost semnalate provin toate din uitarea 
acestei condiții atît de simple : ne-am sprijinit pe o clasifi- 
care care nu era imuabilă şi care nu poate să fie; s-a luat 
precauţia de a o considera imuabilă, dar această precauție 
era insuficientă; trebuia să fie făcută efectiv imuabilă și 
există cazuri cînd acest lucru nu e posibil” [37;, 102). 
Astfel în cazul paradoxului lui Berry s-a făcut o clasificare 
a numerelor întregi în două: acelea care pot fi definite 
printr-o frază cu mai puţin de o sută de cuvinte şi acelea 
care nu pot să fie astfel definite. Se credea că această 
clasificare dihotomică era definitivă, or lucrurile nu stau 
aşa. Ar fi fost definitivă dacă am fi trecut în revistă toate 
frazele cu mai puțin de 100 de cuvinte. „Printre aceste 
fraze există unele care nu au sens decît după ce clasifica- 
rea este terminată; acestea sînt acelea care se referă chiar 
la clasificare” [37; 104). 

Aci nu este vorba de infinit, dar lucrurile se complică atunci 
cînd avem în vedere infinitul. Poincaré respinge „infinitul 
actual”, el accepta doar „colecția la care se pot adăuga 
fără încetare noi elemente” [37 ; 104/105]. În acest caz 
clasificarea nu poate fi terminată, iar atunci cînd la colecție 
se adaugă noi elemente, colecția se modifică și deci şi 
relația elementului cu colecția. De aci două feluri de clasi- 
ficări : predicative (relative la mulțimi încheiate), nepredica- 
tive (relative la colecții care se completează mereu). De la 
clasificare se trece la definiție căci „„Orice definiție este 
într-adevăr o clasificare, Ea separă obiectele care satisfac 
definiția şi pe acelea care n-o satisfac şi le pune în două 
clase distincte”. Ca urmare avem definiții predicative și ne- 
predicative. Dar „,o clasificare nu este predicativă în mod 
absolut ci în raport cu modul de definiție” [37; 109]. 
Numărul cardinal este definit pe baza unei legi de cores- 
pondență care se bizuie pe o dublă clasificare. Legea e 
predicativă dacă respectivele clasificări sînt astfel. 
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H. Poincaré face apoi unele obiecții teoriei tipurilor. Teoria 
tipurilor nu se poate întemeia pe teoria ordinalelor, deoa- 
rece o presupune, nu poate distinge între infinit şi finit 
deoarece cere deja distincția. Cu privire la metoda axioma- 
tică el arată dificultatea de a demonstra necontradicția 
fără a apela la altceva (adevăruri „deja faite’, sau 
„evidența”). În consecință el propune: 

1) A nu înfățişa decît obiecte care sînt susceptibile de a fi 
definite într-un număr finit de cuvinte, 

2) A nu pierde din vedere că orice propoziţie asupra infini- 
tului trebuie să fie traducerea, enunţul prescurtat al propo- 
zițiilor asupra finitului, 

3) A evita clasificările și definițiile nepredicative. 


4.9. Alte soluţii 


(1) Behman. Crede că o regulă a definiției prin abreviere 
este ca semnul introdus să poată fi eliminat prin definiens. 


Ori, în cazul paradoxelor (ex. F(ọ) = q(e)) nu se poate 
aplica această regulă. Cauza antinomiilor ar fi deci o între- 
buințare necorectă a semnelor abreviative. „Expresiile care 
conțin semne abreviate sînt permise numai în cazul în care 
substituția acestor semne prin semnificația lor simbolică 
este în mod total efectuabilă”. 


(2) Perelman. Consideră că schema comună a paradoxelor 
este : 

(x) ~xRx x Ra 

Or schema nu este în mod universal adevărată. (Avem 
un fel de generalizare pripită?) Trebuie deci să limităm 
domeniul ei de valori, ceea ce se poate face prin formula 
(x fără a) ~xRx =xRa 


(3) H. B. Curry şi Church propun soluția logicii combina- 
torii care nu mai operează cu substituții. Curry împarte 
combinatorii (operatorii) în paradoxali şi neparadoxali. 
Cei paradoxali sînt evitați prin anumite reguli de sistem. 


(4) 5 A. Ianovskaia. Ianovskaia a generalizat unele con- 
cluzii care decurgeau din alte teorii (de exemplu, din cea 
a lui Bocivar). Fiecare afirmație paradoxală conține o 
supoziție tacită de existență. Paradoxul este demonstrația 
prin absurd a falsității acestei supoziții. De exemplu, se 
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presupune că există o astfel de mulțime ca „„mulțimea 
tuturor mulțimilor”, or paradoxul arată că această supo- 
ziție duce la contradicție şi deci este falsă. 


4.10. Sinteză asupra metodelor de rezolvare 


În cele ce urmează vom încerca o sinteză asupra metodelor 
expuse, sinteză în care vom releva ideile de bază şi legă- 
turile mai mult sau mai puțin evidente între ele. 

Teoria tipurilor pune în evidență aproape toate ideile 
fundamentale care într-o formă sau alta vor fi preluate de 
alte metode. 

Definiţiile nepredicative, totalitățile ilegitime, autorapor- 
tarea, expresiile fără sens, ierarhizarea entităților, ambigui- 
tatea și structura limbajului pe baza unei anumite clasi- 
ficări a entităților, iată tot atîtea idei fundamentale puse 
în lumină de teoria tipurilor. 

Metoda axiomatică (Zermelo, Fraenkel, Bernays ş.a.) pro- 
pune limitarea prin axiome a conceptului de mulțime şi a 
operaţiilor şi relațiilor asupra lor. 

Metoda axiomatic formală pune în evidență legătura 
antinomiilor cu „conținutul expresiilor”, trecerea de la 
intuiţia intelectuală (gîndirea în concepte intuitive) la 
intuiţia vie mult mai sigură prin studierea teoriilor numai 
sub latura lor sintactică, formală — ca sisteme de obiecte 
materiale de o anumită formă. Malformaţiile materiale sînt 
mai uşor de recunoscut şi de evitat decît cele conceptuale. 
Separarea formei materiale a limbajului de conținutul său 
(sau cum am spune a sintaxei de semantică) — iată soluția 
lui Hilbert. Grija se deplasează apoi spre „formarea obiec- 
telor” și „operarea formală” cu ele. Mulțimea obiectelor 
cu care avem de-a face este acum o ,,mulțime experimen- 
tală”, „finită? care nu depăşeşte posibilitățile noastre de 
percepție şi inspecție inductivă (completă). Metodele care 
acum devin ansamble de reguli de operare cu obiecte 
formale sînt confruntate cu „procese finite” şi sînt valabile 
în măsura în care ele fac față acestor procese finite, Nu 
pierdem din vedere limbajul intuitiv, căci metodele, regulile 
sînt formulate într-un limbaj, limbajul care se referă la 
sistemele (de obiecte) formale. Dacă matematica efectivă 
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constă dintr-un ansamblu de sisteme formale, studiul aces- 
tor sisteme se constituie în metamatematică. 

Limbajul care dispare de la nivelul matematic reapare la 
nivelul metamatematic şi atunci nu reapar şi dificultățile 
legate de conţinutul său? 

Există o deosebire — în timp ce limbajul sistemelor mate- 
matice era deschis spre un univers ,„,neexperimental”, 
limbajul matematic se referă la un univers limitat ,con- 
struit de noi” (obiect cu obiect). 

Se schițează astfel o nouă ierarhie: 

1) Universal (în sens larg) 

2) Teoria (matematică) a acestui univers 

3) Universul sistemelor formale (matematica) 

4) Teoria sistemelor formale (metamatematica). 

Trecerea de la (2) la (3) se face prin formalizare, iar for- 
malizarea şi produsele ei (sisteimele formale) sînt studiate 
în (4). 

În locul unui „univers” care nu este construcția noastră 
se propune un „univers construit de noi”. Hilbert nu afir- 
mă că acest univers ar fi arbitrar construit, oricuin rezultă 
că noi studiem propriile noastre construcții cu scopul de a 
le perfecționa. 

Problema infinitului se pune acum în două sensuri: 1) 
ca abstracție el este o „,idealizare”, 2) în sistem ei este 
reprezentat de combinații finite şi evident controlabile. 
„Idealizarea” înseamnă că el nu are un corespondent în 
experiența noastră, dar că-l putem admite ca pe un con- 
cept limită în măsura în care se supune formalizării. Hil- 
bert preia de la Russell (în special din Pr. Math.) efectele 
concepției tipurilor asupra învelișului formal al matematicii : 
ierarhia entităților devine aci serarhia obiectelor și construc- 
țuilor formale — figurile grafice şi combinațiile lor sînt strict 
ierarhizate datorită regulilor de formare, regula substituției 
este mînuită în aşa fel încît să nu genereze dificultăți 
de construcție, sistemele sînt de diferite ordine (ex. „,calcu- 
lul predicatelor de ordinul unu”, „calculul predicatelor 
de ordinul doi” etc.). 

Hilbert a fost un om de ştiinţă extrem de concesiv — o 
excepție de la regulă poate fi admisă dacă nu creează 
dificultăți şi duce la rezultate. El admite, de exemplu, 
demonstraţii autologice atunci cînd regulile derivate sînt 
demonstrate prin substituție în axiomele sistemului formal 
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la care regulile (formulate în metasistem) se referă. Metoda 
intuiționistă refuză să ia ca punct de plecare sistemele 
formale, ea revine la concepte (la intuiţia intelectuală). 
Limbajul formalizat este doar un auxiliar, sistemele for- 
male la fel. Există concepte dificile, ex. cel de infinit. Difi- 
cultatea derivă din modul de tratare — dacă le tratăm 
ca pe conceptele obținute din experienţa obișnuită atunci 
greşim, dacă le acordăm un statut aparte atunci scăpăm 
de dificultăți. 

Infinitul actual aminteşte de unele totalități ilegitime ale 
lui Russell, cît și de infinitul lui Hilbert care nu apare în 
experiență (deşi e luat ca idealizare). 

Conţinutul inatematicii este însuşi procesul de construire 
a ei, o metamatematică ar putea să rezume modul în 
care se desfăşoară procesul. Infinitul poate fi cel multun 
proces intelectual în devenire, deschis, care poate continua 
oricât (dacă ne țin forțele această continuare are loc în 
mod efectiv). 

Modul în care Russell construiește şirul numerelor naturale 
este un exemplu tipic de proces intuiționist, de gîndire 
care parcă se alimentează din propriile sale rezultate și 
care poate continua oricît. Studiind un anumit gen de 
procese („procese constructive”), Brouwer le ia ca model 
de reconstruire a întregii matematici — acele caracteristici 
care se desprind din studiul acestor procese sînt unite 
într-o concepție logico-filozofică şi se propune extinderea 
lor la întreaga matematică. 

Prin ierarhia. „tipurilor | a cărei construcție se face „din 
aproape in aproape” nu se ajunge la infinitul actual 
(„totalitate ilegitimă”), dar nici nu se încheie procesul; 
prin procedeele „formaliste"' (Hilbert) obiectele sînt de 
asemenea construite „din aproape în aproape”, infinitul 
neexistînd nici conceptual, nici experimental. Brouwer reia 
ideea construcției din aproape în aproape, ea însă nu se 
referă nici la entități sau expresii despre entități ca la 
„Russell, nici la obiecte formale ca la Hilbert, ci la concepte. 
Mulţimile sînt ceea ce putem concepe după un cod de reguli 
intuiționiste. Or, după acest cod nu putem concepe mulțimi 
infinite actuale. 

‘Ordinea ierarhică este deci comună tuturor numai că ea 
este raportată la entități (Russell), la obiecte formale (Hil- 
bert) şi la concepte (Brouwer) — fiecare dînd reguli cores- 
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punzătoare de construcție și operare. Un pas mai departe îl 


face Tarski (în legătură cu antinomiile 


semantice) — el 


deplasează ierarhia la nivelul limbajului (al expresiilor). 


Rezumăm în tabelul de mai jos concepțiile respective. 





Russell Hilbert Brouwer Tarski 
Mulţimi de entități | Mulțimi de obiecte | Concepte Expresii şi 
structurate conform | formale. construite limbaje for- 
cu teoria tipurilor. | Metamatematica după un malizate. 
Matematica construi- | este un sistem de | anumit mod.| Metalimbaje. 
tă cu ajutorul unui | teze şi reguli des- | Codul care 
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Bocivar la rîndul său preia din opera lui Russell ideea 
că expresiile paradoxale sînt fără sens (şi le acordă un 
Statut într-o logică trivalentă), iar de la Hilbert ideea 
separării conținutului de formă prin distincția particulară 
între „logica pură” și „logica aplicată”. Nivelul de abor- 
dare este cel conceptual (dàr nu intuiționist ca la Brouwer) 
şi nu formalist ca la Hilbert. Dacă expresiile paradoxale 
in-au conținut, sînt absurde cum spusese şi Russell, atunci 
conceptele respective sînt vide și deci presupunerea de exis- 
tenţă a entităților corespunzătoare este falsă. 


Introducerea ideii că orice predicat implică o supoziție de 
existență este una dintre cele mai rodnice dezvoltări logice. 
Fraenkel, apoi Ianovskaia au schițat soluția simplă a 
tratării „raționamentelor paradoxale” ca raționamente prin 
absurd relative la supoziţia de existență. Vom oferi mai 
jos propria noastră sinteză relativă la metodele de rezol- 
vare a paradoxelor, sinteză bazată pe ideea de mai sus. 
Faptul că o entitate x este definită într-un mod oarecare 
(printr-o proprietate, printr-un ansamblu de proprietăți ş.a.) 
va fi scris 

Df (x) 

Dacă x a fost definită atunci conform cu o axiomă logică 
putem conchide : 

1) Dacă Df(x) atunci 3x Df(x) 
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Fie C o contradicție (în speță ea poate fi de tip paradoxal). 
2) Dacă DAx)|-C atunci 3x DKx). 

(Cu alte cuvinte, dacă din propoziţia care defineşte într-un 
fel entitatea decurge o contradicție atunci entitatea nu 
există.) 

Faptul că o entitate e definită înseamnă conform cu prin- 
cipiul comprehensiunii că ea aparține unui domeniu (clasă). 
'3) Df(x) = x eD. 

Prin aceasta x poate fi la rîndul său conceput ca o mulțime 
(clasă). Considerăm acum funcția „x e D” şi concepem ur- 
mătoarea substituție 

Sbb(x e D) 

4) Dacă Sbp(xe D) }C atunci D æ D şi deci A Sbp(xe D) 
(unde „,—”' este semnul respingerii). 

5) Dacă — Sbp (x e D) atunci există două domenii T, 
şi Ta -1 astfel cå T, £ Taşı şi 

xeT şi 

D e Tatı 

În sensul cel mai larg (dat prin definiție) 7, este chiar D, 
astfel că se obține ierarhia 

X e D şi D e Tatı 

Relația e nefiind tranzitivă nu putem conchide 

x e Tg 

Propoziţiile 3) — 6) corelează ideea enunțată în 1) şi 2) 
cu teoria tipurilor. 

Ideile de mai sus pot fi dezvoltate şi altfel. Fie paradoxul 
lui Russell : 

x ek sr. 

Formulînd întrebarea x e K sau x æ K noi am presupus 
că x e (K UK). K UK constituie o mulțime determinată 
de o proprietate P. Fie P determină clasa P, (= KU 


UK). 

Întrebarea de mai sus are sens numai dacă are loc propozi- 
ţia : 

dacă x e P, atunci x e K sau x æ K. 

Invers : 


x e K sau x e K dacă şi numai dacă x e P, 
Dacă ze Kp }cC şi xeRKL-C atunci x æ P, 
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Dacă x æ P, atunci x e P, deci există Pay, astfel că 
Pai = (P, U Pa- 

În paradoxul lui Russell noi am divizat „,mulțimile” în 
două şi am presupus că însăşi K face parte din una sau 
alta, cu alte cuvinte că el este mulțime (M) 

Conform cu cele de mai sus: 


dacă K e M atunci K e K sau K e K 
altfel E 
K e K sau K eK dacă şi numai dacă K e M. 


O KeK ş}eKgKş KaK }K eK, în concluzie 
K æ M. 

Aceasta poate fi pusă imediat în legătură cu diviziunea făcută 
de Bernays în „„mulțimi” şi „,clase” și, se înțelege, cu 
teoria tipurilor întrucît se impune imediat o ordonare a 
entităților. 

Dacă apoi presupunem că x este o expresie într-un limbaj 
L, deci x e L şi P este o proprietate a lui x, adică 
P(,%'), atunci această aserțiune despre x nu aparține 
lui L. 

6) Dacă x e L, şi P(x) atunci există L;(j # i) astfel că 
P(x) e L,. Acest L; va fi ML, (în genere ML). 
Presupunînd că ML = L atunci se poate arăta că există 
y şi există Q astfel că Q(y) e L} C. 

Aceasta este o corelare cu metoda lui Tarski. 

7) Dacă Df(x) } C atunci AxDf(x) = Ø (mulțimea vidă). 
Fie Q o proprietate care defineşte pe x. 

8) Dacă Df(Q, 3)ţ+- C atunci A Df(Q, x). 

(Cu alte cuvinte dacă din presupunerea că o proprietate 
Q defineşte entitatea x se deduce o contradicție, atunci 
definiția este respinsă.) 

9) ADAQ, x) 3x Df(Q, x) 

(Dacă este respinsă definiția respectivă atunci nu există 
entitate care să poată fi astfel definită). 

Prin principiul comprehensiunii deducem 

10) Q(x) = x e Ø (Q are o extensiune vidă). 

Se poate, evident, generaliza la relaţii. 

11) Dacă R(x 3-34) A C atunci 3x;... £n Bl sa) 
(De aci prin tratarea relațiilor ca clase de u-tuple putem 
extinde observațiile despre definiție). 

Propozițiile 7) — 11) au făcut legătura cu metoda defini- 
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ției. Fie x definit pe mulțimea propozițiilor și T o teorie. 
12) Dacă x e T} C atunci x æ T 

13) Dacă x = T atunci există o condiție K astfel că ea 
restringe pe T în raport cu z şi nu există x astfel încît 
să satisfacă condiția K. Fie teoria astfel precizată T’. 
O definim: 

T' = ay(y e T şi Yz(lz= x) z æ T) 

Aceasta înseamnă că T” constă din acei y care aparțin lui 
T şi orice z construit la fel cu x nu aparține lui T. 

(In ce priveşte condiția K ea poate fi dată printr-o regulă 
sau mai multe.) 

Aceasta este corelarea cu metoda axiomatică în care forma 
propozițiilor este definită prin anumite reguli speciale 
restrictive în raport cu forma mai liberă a lui T. 

T' mai poate fi definit şi astfel: T’ constă din toate propo- 
zițiile lui T care satisfac condiția (ansamblul de condiții) K 
şi dacă o expresie nu satisface această condiție ea nu este 
„propoziție în T”. Dacă în loc de „propoziție? considerăm 
„forimule”” (ca secvențe ale sistemului formal) atunci cele 
de mai sus pot fi reformulate în mod corespunzător. Esenţial 
este în cele de mai sus faptul că s-a presupus tacit că x 
satisface condiția K de apartenență la T, or deducerea 
contradicției arată că o astfel de condiție nu e satisfăcută 
şi nu există un astfel de x care să aparțină lui 7. 

De la 12) putem face unele precizări în legătură cu teoria 
şi metateoria (T, MT). 

Avem teorema : 


14) Yx(x e MT >x e T) 

Apoi paradoxele demonstrează teorema : 

15) I3x(x e MT şi xeTp HO) 

Din 15) decurge că MT ÆT. 

Să presupunem mai departe că avem: 

xeK pec 

C=xeKşixgøæK 

De aci rezultă teorema : 

16) Dacă x e KHC atunci A Yy(y sK yyæ K) 

Cu alte cuvinte dacă din supoziţia că o entitate aparține 
unei clase se deduce un paradox atunci terțul exclus este 
respins pentru clasa care conține o astfel de entitate. Presu- 
punem mai departe că K este finită. De aci decurge că 
putem formula un criteriu efectiv încît să spunem dacă 


Antinomiile logice 193 


terțul exclus se aplică la fiecare element în parte sau nu. 
Ca urmare terțul exclus este desfăcut într-o mulțime de 
propoziţii particulare : 

Nek VvhneK 

WeK vheK 


ve K Vy e K` 


Singura generalizare este un fel de rezumare a acestei 
treceri în revistă : 


Vi(y; e K Vy; æg K) (= 1, 2, ... n) 
Presupunem apoi că avem K infinit, altfel į e T. 


co 
17) Dacă s e T atunci nu există procedură efectivă pentru 
a decide 
Vi: e Kyy; æ K) 
Fie „|}” Sea pentru demoustrabil efectiv. 


18) Vii e T)ikye Kyy; æ K 

Propoziția (16) face corelarea cu metoda intuiționistă, iar 
celelalte precizează concepția intuiționistă. 

O corelare simplă se poate face cu metoda lui Bocivar. 
19) Dacă avem o axiomă de forma Jx şi se introduce 
printr-o formulă F* un predicat determinat F astfel încît 
JxF = JxA atunci JxF. 

20) Dacă nu există axiome de forma JxA care să aparțină 
unei teorii T, atunci din (T, JxF) nu se deduce C. 
Posibilitatea introducerii logicii n-valente rezultă din 
condiția introdusă mai sus: -e 

dacă x e P, atunci x e K sau x e K 

Or cum —x e K şi —x eK rezultă ă x e Pry unde 
Pı = (A U B UC), adică P= C UC ṣ5iC=KUK. 
Se înțelege că procesul poate fi continuat pentru Pro 
Prs, reà 

Legătura cu metoda lui Quine se poate face prin intermediul 
teoriei tipurilor sau ca mai jos. 

21) Dacă presupunem că are loc Ref(e) şi Sym (e) şi 
Trans (e) şi deducem o contradicție C în aceste condiții 
atunci 3xy z(Ref (e) şi Sym (e) şi Trans (e)), adică 
—x ex 

Hr ey şiyex 

Hx ey şi y ez atunci x ez 
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22) Dacă x e y atunci există un indice care marchează 
domeniul de definiție astfel că x = x; şi y = yin 
Într-adevăr, dacă x = x; ṣi y = y; atunci teorema de mai 
sus (22) ar fi falsă. Atunci presupunînd x; e y; am deduce 
şi cazul y; e x, ceea ce contrazice teorema (22). 
În fond metoda lui Quine vrea să spună că în x =y, 
x şi y au domenii de definiție diferite şi că domeniul lui y 
este imediat superior domeniului lui x (în ordinea formării). 
Pornind de la ideea lui Bocivar că propozițiilor neclasice de 
forma „A este absurd” nu le corespunde o propoziție clasică 
putem constata că cel puţin o parte din paradoxe apar atunci 
cînd nu se pot face anumite „reduceri de nivel” care în mod 
obişnuit se fac. Dacă există o clasă K astfel că are loc 
23) [n] = ni [tn] = ... = Xa] = x, 
şi dacă există un y pe care-l presupunem a face parte din 
clasa A (care reprezintă un univers stratificat) astfel încât 
nu există y; încât: va [y1] = Yu 
atunci respectiva entitate poate duce la contradicții. 
Expresia „,x,[x;-.]” trebuie citită „x, se aplică la x; 
Conform cu formula (24) putem da următoarea regulă de 
nivel („raţionament de nivel”): 
Kn [Xn] 
Xa [x] 

Xa 
Această regulă se aplică în cazul formulelor de tipul Adevăr 
(P,a) = Pa, Fals (P,) = P, Demonstrabil(P,) = P,. 
Ex. Adevăr (2 + 2 =4)=2+2=4 
Fals (2 + 3= 7) =2+377. 
Dem (2 + 3=5)=2+3=5 
Schema în trepte poate fi oricît de mare. 
Fie A — adevăr, F — fals. Vom avea schema 
A(A(AL.. aa ) ) = P, deci A(A(...(P)...))= Pı 


1] — La 


1 
Analog cu fals. Evident că se poate îmbina adevărul cu 
falsul după regulile respective. 


Ex. A(F(A a DE a 
F(A(P) ) 
F(P) 
P 
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În cazul paradoxului inincinosului (ex. formularea lui Buri- 
dan) nu putem separa propoziția clasică de cea neclasică, 
cu alte cuvinte nu putem elimina predicatul fals și formula 
separat propoziția negativă corespunzătoare. 

Rezultă de aci că schema formală a paradoxului dată de 
către Carnap nu redă întocmai acest paradox deoarece 
creează iluzia unei asemenea deducții a propoziției de 
infranivel (cum o vom numi, adică clasică” în limbajul 
lui Bocivar) din propoziţiile echivalente de nivelul superior. 
Într-adevăr, dacă e dat p = F(p) atunci A(5) = A(F(5)) = 


= F(p) = p. Prin urmare, o astfel de „formalizare”' este 
doar o schemă înrudită nu o redare a respectivului 
paradox. 

Din * „propoziția scrisă după asterix pe această pagină 
este falsă” nu putem separa respectiva propoziție negativă 
Şi se înțelege nici pe cea afirmativă. Putem introduce urmă- 
toarea condiţie : 

24) Dacă avînd x„[%n-1] nu putem separa pe xx, atunci 
nu există astfel de x,„_j. 

Această condiție e îndeplinită de toate paradozxele intuitive. 
În cazul „mulțimii tuturor mulțimilor” nu putem separa 
elementele de mulțime, în cazul numărului richardian nu 
putem separa acest număr de celelalte ș.a.m.d. 

Fără îndoială că paradoxele prezintă multe alte aspecte 
şi că ne putem aştepta la noi sugestii în ce priveşte rezolva- 
rea lor. Confuzia de nivele (de abstracție sau de limbaj) 
a fost ideea cea mai des întilnită. În toate cazurile însă 
are loc supoziţia că o entitate x ar aparține unei clase 
K cînd în realitate ea nu aparține şi deci nu poate fi determi- 
nată prin proprietăți care se aplică numai în interiorul clasei. 
Ex. Cînd vorbim de „mulțimea tuturor mulțimilor” presu- 
punem că ideea de ,„,mulțime”' face parte din predicatele 
care ar putea defini o mulțime, în general, că ea face 
parte din universul predicatelor, ceea ce nu este exact. 
Ideea de „„mulțime” este o categorie, or categoriile nu sînt 
predicate, în sensul obişnuit nu „determină clase în uni- 
vers”. Alteori presupunem că predicatul face parte din 
mulțimea de predicate P, cînd în realitate face parte 
dintr-o mulțime care deja presupune pe P, adică din 
P,„+ı (a se vedea paradoxul lui Richard, Grelling, Berry). 
În cazul paradoxului mincinosului noi avem de-a face cu 
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„propoziții în sens gramatical” (un sens foarte larg), dar 
nu „în sens logic”. Or supoziţia că orice propoziție gramati- 
cală este propoziţie în sens logic se dovedește greşită. 
Clasa propozițiilor la care se aplică disjuncția „adevărate 
sau false” este mult mai îngustă decît clasa propoziţiilor 
în sens gramatical. Fie K, (clasa propozițiilor logice) şi 
Kg (clasa propoziţiilor gramaticale). 

Avem: A, C Ke 

Or nu orice proprietate care are loc despre elementele lui K; 
are loc şi despre elementele lui Kg; cu alte cuvinte nu are loc 
vP(P()la e Kı) = WP(y e Ko) 

Or aceasta este deja o idee tradițională „nu tot ce este 
adevărat despre particular este adevărat şi despre general”. 
În mod nepermis (şi tacit) în cele de mai sus noi am făcut o 
identificare falsă 

KL= Ag 

(Or astfel spus, am făcut o „reducere falsă”, am redus pe 
Kg la K,). Ideea de „supoziție tacită” poate fi deci formu- 
lată în diferite chipuri. Ei i se poate da în fine o formă filo- 
zofică „„a lua aparența drept esență”. Aparent avem o 
propoziţie în sens logic, în esență nu avem. În cartea 
noastră Filozofie şi logică am arătat că antinomiile filo- 
zofice îşi au originea în identitatea falsă : 

lumea = lucru (reducerea lumii la lucru). 

Tot acolo am arătat că se pierde din vedere faptul că unele 
expresii sînt simple prescurtări şi nu au semnificație de 
sine stătătoare. De ex. expresia „lumea este infinită” 
poate fi precizată astfel: „nu există lucrul cu cele mai mici 
coordonate spaţțio-temporale şi nu există lucrul cu cele 
mai mari coordonate spațio-temporale”. Confundarea rela- 
tivului cu absolutul este de asemenea sursă de antinomii. 
Avînd un capitol Filozofia logicii vom prefera să revenim 
asupra acestor probleme în respectivul capitol. 


4.11. Rezolvarea antinomiilor aparente _, 

P) 
Antinomiile aparente se rezolvă de asemenea prin eliminarea 
unor supoziții tacite. Astfel la Zenon se presupune că „,con- 
ținutul fizic” ar putea fi redat prin „discursul intelectual”, 
la Kant lumea este gîndită prin modelul experienței finite, 
paradoxele implicației materiale sînt rezultatul confundării 
propozițiilor intuitive cu funcţiile de adevăr etc. 
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Semiotica logică 


1. CHESTIUNI GENERALE 


Am văzut deja că există trei moduri cognitive în raport 
cu limbajul: conceptual, semiotic, formalizat. În acest 
capitol ne vom ocupa de studiul semiotic al limbajului 
teoriei — acest studiu este mai receptiv față de mijloacele 
de tip matematic şi de aceea el este mult superior demersu- 
lui conceptual. 

O teorie poate fi expusă conceptual sau semiotic (sintactic 
ori semantic). Scholz şi Hasenjaeger promovează cu consec- 
vență punctul de vedere semiotic în expunerea teoriilor 
logice (v. Grundzüge der mathematischen Logik). Cu alte 
cuvinte teoriile logice sînt expuse „ca limbaje formali- 
zate” fie că e vorba de limbaj, luat doar ca sintaxă, fie 
că este vorba de limbaj ca unitate sintactico-semantică. 
Noţiunea de „limbaj” (și în speţă de „limbaj formalizat'”) 
constituie punctul de plecare al semioticii. Limbajele au 
o formă (morfo-sintactică) şi un conținut (semantic). Ele 
se descompun în „expresii”'. Semiotica trebuie să studieze 
vocabularul, diferitele clase de expresii, sistemul limbajului 
(limbajul ca întreg). 

Logica dispune nu numai de un limbaj artificial standardi- 
zat ci şi de o porţiune sistematizată din limbajul natural 
cu cele două variante „„verbală” şi „,scrisă'!. Variatele 
moduri de exprimare din limbajul natural pot fi reduse 
prin transformări echivalente la limbajul natural (porțiunea 
de limbaj natural) utilizat de logică. Fie să notăm limba- 
jul simbolic al logicii cu Ls, iar limbajul natural corespunză- 
tor acestuia cu Ly. În anumite privinţe Ly este mai bogat 
decît Ls, în alte privințe mai sărac. Uneori se foloseşte 
un limbaj amestecat (mixt). În ce priveşte metateoria, 
limbajul ei este cu precădere natural, totuşi conține şi 


Teoria sistemelor logice 198 


elemente simbolice. Mai mult limbajul metateoriei este 
foarte puțin standardizat cu toate că pentru teme speciale 
s-a încercat formalizarea sa (a se vedea construcția lui 
Tarski în legătură cu „Conceptul de adevăr în limbajele 
formalizate”). Deoarece limbajele pot fi studiate din multe 
puncte de vedere precizăm că semiotica logică le studiază 
numai întrucît acest studiu este necesar construcţiilor logice. 


2. NOȚIUNEA DE SEMIOTICA 


Fiind dată o expresie e, putem stabili cel puţin trei relații 
de bază: 

expresie — obiect 

expresie — acțiune 

expresie — componente 

Expresia este „parte” a unui limbaj L astfel că aceleași 
raporturi le putem stabili şi în cazul limbajului din care 
expresia face parte. Primul raport este „,semantic” dacă 
expresia e desemnează (denumeşte, se referă cognitiv) la 
obiectul respectiv. Al doilea raport este „,pragmatic” dacă 
expresia este considerată sub raportul funcţionalității sale. 
Al treilea raport este „sintactic” întrucît vizează structura 
(forma) expresiei. 

Știința care studiază limbajul din punctele de vedere sin- 
tactic, semantic şi pragmatic poartă numele de semiotică. 
Invers, capitolele semioticii vor fi (corespunzător) : sintaxa, 
semantica şi pragmatica. 

Sintaxa este partea semioticii care studiază structura ex- 
presiilor și relaţiilor formale dintre expresii (abstracție 
făcînd de conținut). Semantica este partea semioticii care 
studiază raporturile dintre expresie şi obiect sau relaţiile 
dintre expresii în funcţie de relaţiile cu obiectul, 
Pragmatica este partea semioticii care studiază expresiile 
şi relațiile lor din punctul de vedere al utilizării și eficienței. 
Între logică și limbaj este o strânsă legătură. Mai întîi 
orice gîndire logică se dezvoltă cu ajutorul unui limbaj, 
apoi studiul logicii implicate într-o expunere se face cu 
ajutorul limbajului şi în fine construirea sistemelor deduc- 
tive şi în genere a sistemelor (teoriilor) logice se face cu 
ajutorul limbajului. Avem aşadar trei nivele de abstracţie: 
procesul logic (I), studiul procesului logic (II) şi structu- 
rarea în teorii a informației despre procesele logice (III). 
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La fiecare din aceste nivele este prezentă legătura strînsă 
dintre logică (logic) şi limbaj. Nivelul (II) și (III) au între 
altele rostul perfecționării nivelului (I). La rîndul său ni- 
velul (III) poate fi considerat din nou din punctul de vedere 
al fiecăruia dintre cele trei nivele în parte. 
Particularizînd cele trei nivele la diferite științe vom avea 
(I) teoriile ştiinţifice, (II) metateorii corespunzătoare aces- 
tora (ex. metamatematica) şi (III) logica în genere (eventual 
cu unele particularităţi). Fiecare din acestea posedă un 
limbaj adecvat. 

Semiotica logică studiază în sens strict limbajele teoriilor 
logice și în sens mai general orice limbaj din punctul de 
vedere al construcțiilor logice. Cu alte cuvinte ea vizează în 
sens restrîns limbajul „construcţiilor logice pure” şi limba- 
jele „construcțiilor logice aplicate”. 

Necesitatea de a feri construcțiile logice (pure sau aplicate) 
de paradoxe (antinomii) a fost motorul principal al dezvol- 
tării semioticii logice. Se înțelege că ulterior s-au adăugat 
toate celelalte foloase care decurg din construirea unor 
limbaje precise, simple, elegante şi cconomicoase. 


3. CONȚINUTUL SEMIOTICII LOGICE 


În cele ce urmează vom expune numai sintaxa și semantica, 
pragmatica fiind încă într-un studiu incipient. 

Vom trece în revistă mai întîi principalele concepte ale 
semioticii (ex. limbaj, expresie, termeni, propoziții etc.) 
apoi vom expune sintaxa şi semantica. Pe lîngă metoda 
descriptiv-inductivă (inevitabilă în orice expunere cu 
caracter pedagogic) vom folosi cele mai diferite metode 
din arsenalul deja anunțat (v. Metodele logicii). Cititorul 
poate fi avertizat de asemenea asupra unei ordini compre- 
hensive în tratare : 1. definiții, 2. clasificări, 3. proprietăți, 
4. probleme și soluții (metode de soluționare), 5. teoreme 
şi demonstraţii, precum şi a unei ordini extensive — de 
la elemente la mulțimi ale acestora și în fine la „sisteme”. 


4. NOȚIUNEA DE LIMBAJ 
Orice sistem de semne mînuit după anumite reguli şi care 


slujeşte la fixarea, prelucrarea şi transmiterea (comuni- 
carea) informațiilor poartă numele de ,limbaj”. Categoria 
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de bază a limbajului este „,semnul” (în diferite contexte 
el poartă diferite denumiri : „cuvînt”, „simbol”, „expresie” 
pur şi simplu). Semnele (elementare) se constituie după 
anumite reguli în „secvențe” (şir liniar de obicei), la rîndul 
lor secvențele pot forma clase ordonate (deci secvenţe de 
secvențe). Orice secvenţă are o structură determinată de o 
regulă sau exprimată într-o regulă. Nu e corect să se spună 
că limbajul constă din vocabular şi reguli (gramaticale). 
Regulile sînt întruchipate în limbaj ca „structuri”, ca 
„„regularități”” dar nu sînt ele înşile parte constitutivă 
(prin definiție) a limbajului. Ținînd seama de aceasta vom 
putea spune că limbajul este caracterizat de vocabular şi 
structuri (definite de anumite reguli). Structurile limbajului 
sînt studiate de gramatică. În gramatica obișnuită deose- 
bim „structuri morfologice” şi „structuri sintactice”. În 
semiotica logică distincția între morfologic şi sintactic este 
estompată, se vorbeşte pur şi simplu de structuri sintactice, 
Vom deosebi mai întîi limbaje vizuale (scrise) şi auditive 
(sonore) — după natura fizică a -sernifelor. Această dedu- 
blare se impune pretutindeni unde avem de-a face cu oa- 
meni normali. În al doilea rînd vom divide limbajele în 
naturale și artificiale. Această distincție vizează geneza 
limbajelor. Trebuie să se aibă în vedere că în acest sens 
orice limbaj scris este artificial. Nu şi orice limbaj sonor 
este natural. Limbajele vorbite sînt în principal naturale. 
Vom rezerva pentru ele termenul de ,„limbă”. Aşadar în 
utilizarea noastră termenul „limbaj” va fi luat într-un sens 
mai larg decît cel de „limbă”'. Adeseori se înțelege prin 
„limbaj natural!” limba vorbită şi orice echivalent (sinonim 
în sensul relației de traductibilitate), în forma scrisă, al 
acesteia. Se înțelege că aci se are în vedere nu geneza ci 
natura limbajului. Urmînd pe Tarski vom rezerva pentru 
acest caz expresia de „limbaj universal”. Totuşi putem 
utiliza și termenul indicat. Deosebirea „natural-artificial” 
nu este rigidă, există şi limbaje mixte. Ştiinţele utilizează 
de regulă limbaje mixte — adică o parte este luată din lim- 
bajul natural, o altă parte este construită. Unele limbaje 
au o regularitate statistică (astfel sînt cele naturale), altele 
dimpotrivă sînt precis structurate. 

Limbajele care implică o ordine riguroasă vor fi numite 
„formalizate”!. Se consideră că aceste limbaje sînt închise” 
relativ la o mulțime de reguli. 
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Un limbaj formalizat (,„,standardizat'”) este determinat 
prin: 

]) existența unui vocabular de bază (listă de semne ele- 
mentare), 

2) reguli precis formulate. 

Regulile sînt de două feluri: sintactice şi semantice. La 
rîndul lor regulile sintactice şi respectiv cele semantice pot 
fi de mai multe feluri. Cele mai importante reguli sintactice 
(din unghiul de vedere al definirii limbajului) sînt cele 
„de formare”, respectiv pentru cele semantice sînt „regu- 
lile de desemnare”. 

După cum ansamblul semnelor elementare (din punct de 
vedere semantic) formează „vocabularul de bază”, ansam- 
blul regulilor formează „,gramatica”” (aceste două noțiuni 
pot fi precizate şi altfel). 

Noţiunea de „limbaj formalizat (standardizat)” dată mai 
sus este minimă, se poate considera o definiție mai tare, 
așa cum o fac Tarski şi alți autori. Conform cu această 
noţiune limbajele formalizate au următoarele trăsături: 
a) se dă lista de semne sau descrierea structurală a semnelor 
din care sînt formate expresiile sistemului, b) propoziţiile 
sînt delimitate de alte expresii prin proprietăți structurale, 
c) se dă lista propoziţiilor prime (axiome), d) se dau reguli 
pentru transformarea unor propoziţii în altele (propoziţiile 
obținute prin aplicarea acestor reguli se numesc „,conse- 
cințe”). Astfel definite limbajele formalizate sînt evident 
„limbajele sistemelor deductive”. 

O diviziune importantă a limbajelor este în limbaje constan- 
te (vocabularul conține numai semne constante) şi varia- 
bile (vocabularul conţine simboluri variabile). Un exemplu 
tipic de limbaj formalizat constant este limbajul cifric. 
Limbajele aritmetice cu diferite sisteme de numerație 
constituie cazurile cele mai interesante. Limbajul algebric 
este un exemplu de liinbaj variabil. În sensul strict al 
cuvîntului limbajul simbolic este un limbaj cu simboluri 
variabile. Limbajele variabile (simbolice) pot fi speciale 
sau logice. 

Aceasta este o clasificare semiotică preliminară. Vom reține 
din această clasificare: 

1. Limbile naturale, 

2. Limbajele formalizate (standardizate), 

3. Limbajele constante, 
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4. Limbajele variabile (simbolice), 

a) speciale, 

b) logice. 

Clasificarea va fi dezvoltată pe măsură ce ne adîncim în 
studiul sintactic şi semantic al limbajelor. 

Pentru referință vom considera în afară de limba română 
(eventual şi alte limbi naturale), limbajul constant al 
aritmeticii (cu diferite „sisteme de numerație”), limbaje 
matematice cu variabile şi limbajele diferitelor teorii lo- 
gice (pentru propoziţii, predicate, clase şi modalităţi). 
Adesea logica este anexată teoriilor ştiinţifice speciale în 
calitate de formalizare a mijloacelor logice ale teoriei. În 
acest fel se obține o teorie mixtă cu două nivele special 
şi logic. Un astfel de sistem este cel construit de Whitehead 
şi Russell în Principia Mathematica. Limbajul unui astfel 
de sistem va urma complexitățile teoriei. În cele ce urmează 
vom face adesea referiri la un astfel de limbaj. 
Schițăm acest limbaj: 


I. Vocabular de bază (lista semnelor de bază). 

1) Semnele cifrice (în sistemul cu baza zece): 

0, 1,2, ...,9, 

2) Semne pentru operații aritmetice: +, X, .. 

3) Semne pentru relații aritmetice: =, <, 

) Variabile individuale: x, y, z,..., 

) Variabile predicative: F, G, H,... 

) Operatori terminali: 1 (iota-operator),A (lambda-operator) 
) Operatori propoziționali : 

a) functori: —, &, V, >, = 

b) cuantori: V, 3 

8) Semne auxiliare : paranteze ( ), [ ], { } virgula, puncte. 


II. Regulile sintactice. 

1) Reguli de formare pentru: a) termeni (constanți sau 
variabili), b) expresii propoziționale. 

2) Reguli de transformare a expresiilor, 

3) Reguli de inferență (în special de deducție). 


III. Regulile semantice. 

1) Reguli de desemnare. Se arată pentru fiecare simbol 
la ce entitate se referă, în genere, în ce fel se raportează 
la obiecte, şi la fel pentru fiecare expresie. 
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2) Reguli de adevăr. 

Studiul special al vocabularului şi regulilor se va face în 
capitolele următoare. Se presupune că cititorul cunoaște 
însă în esență limbajul indicat mai sus, de aceea nu exempli- 
ficăm regulile în acest paragraf. 


Ordinea în care vom studia entităţile lingvistice (semantice) 
se va axa pe structura de la simplu la complex a limba- 
jului : 

— lista semnelor de bază, 

— expresii (termeni, expresii propoziționale), 

— mulțimi de expresii, 

— sisteme de expresii. 


5. IERARHIA LIMBAJELOR 


Pentru a distinge între limbajul studiat şi limbajul în care 
acesta este studiat se introduc distincţiile : „limbaj-obiect” 
şi „„metalimbaj”. Deci limbajul-obiect = limbajul supus 
cercetării semiotice, metalimbajul = limbajul în care cer- 
cetăm (= limbajul semioticii). Se pare că cei doi termeni 
au fost introduși pentru prima dată de către Carnap. 
Diferența ierarhică dintre linibajul-obiect şi metalimbaj 
va fi numită „diferență de ordin”. Relația de ordine va fi 
notată aci cu „A despre B”. 


Notînd cu L limbajul-obiect și cu ML — metalimbajul 
este evident că putem prelungi ierarhizarea oricît de mult 
L, ML, MML, MMUML, ... 

Posibilitatea de a construi linıbaje cu M repetat de ori de 
cîte ori vrem (însă finit) rămîne deschisă, noi putînd obți- 
ne metalimbaje de ordin oricît de înalt. Practic însă ne 
oprim totdeauna la un anumit nivel (după care nu ne mai 
interesează ierarhia). Există un limbaj la care ne oprim 
în toate cazurile și care este un fel de metalimbaj la care 
raportăm toate limbajele — acesta este „limbajul univer- 
sal” (Curry, Tarski) pe care-l vom nota cu UL. De regulă 
UL este limbajul natural plus unele completări determinate 
de necesități semiotice specifice. (Noi vom considera ca 
UL limba română la care vom adăuga după necesități 
expresii artificial construite în conformitate cu convenţii 
precizate.) 
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Dacă în ce privește ierarhia limbajelor avem un nivel su- 
perior relativ convențional (UL) există în schimb un nivel 
inferior absolut, anume limbajul care nu se mai referă la 
entități lingvistice ci la fapte extralingvistice, convenim 
să-l numim „infralimbaj” şi să-l notăm cu IL. 

Ierarhia se poate prezenta acum astfel: 

IL, MIL, MMIL, ..., UL. 

O descriere neminimizată a metalimbajului este dată de 
Tarski după cum urmează: 

1) ML conține trei grupe de expresii: 

a) expresii de formă logică generală, 

b) expresii care au aceiaşi semnificație ca şi constantele 
limbajului discutat sau care sînt suficiente pentru defini- 
rea unor asemenea expresii luînd ca bază regulile de defi- 
niție adoptate în metateorie, 

c) expresii de tip structural-descriptiv care denotă semne 
singulare și expresii ale limbajului considerat, clase întregi 
Şi serii de asemenea expresii sau, în fine, relații existente 
între ele. 

Expresiile din grupa b) ne dau posibilitatea să traducem 
expresiile din limbaj în metalimbaj, iar cele din grupa c) 
slujesc la formarea numerelor. 

2) Conţine trei grupe de axiome (corespunzătoare celor 
trei grupe de expresii): 

a) axiome de formă generală, 

b) axiome care au aceeaşi semnificație ca şi axiomele lim- 
bajului (cercetat) sau sînt logic mai tari decît acestea dar 
suficiente pentru stabilirea tuturor propoziţiilor care au 
aceeaşi semnificație ca şi teoremele limbajului, 

c) axiomele care determină proprietățile fundamentale ale 
conceptului primitiv de tip structural-descriptic. 
Expresiile primitive şi axiomele din primul grup (ca şi 
regulile de definire și de inferență) pot fi luate din orice 
sistem logico-matematic suficient de dezvoltat; expresiile 
și axiomele din grupa a doua depind în mod natural de 
particularitățile limbajului investigat, iar cele din a treia 
grupă depind de necesităţile metalimbajului. Deoarece 
semiotica se împarte în trei părți care pot. fi expuse iñ nde- 
pendent, metalimbajul poate fi divizat şi el în „limbaj 
sintactic”, „limbaj semantic”, şi „limbaj pragmativ”. 
Termenii „,sintactic”, „semantic” şi „pragmatic? sînt 
utilizați sistematic ambiguu — pe de o parte, ei au sens 
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cu privire la L, pe de altă parte, cu privire la ML. În pri- 
mul caz ei desemnează respectiv „latura sintactică”, ,„la- 
tura semantică” şi „latura pragmatică” a lui L, în al doi- 
lea caz ei desemnează părțile lui ML (respectiv sînt utili- 
zați în raport cu entități din ML). Practic în expuneri 

(mai puțin pretențioase din punct de vedere logic) noi nu 
separăm net nivelul L de nivelul ML. Este apoi de notat 
că deşi noi am limitat aci sensul lui ML la acela de „limbaj 
semiotic”? (al semioticii) el poate fi definit într-o accepție 
mai largă. Ne vom limita totuşi la înțelesul de mai sus. 
Deoarece latura sintactică a limbajului poate fi separată 
de cea semantică şi pragmatică (ex. în cazul „sistemelor 
formale”), iar cea semantică de cea pragmatică noi vom 
putea construi separat metalimbajul sintactic (ML Syn), 
apoi metalimbajul semantic (ML Sem) şi cel pragmatic 
(ML Prag). 

Presupunem apoi că avem de a face cu domenii suficient 
de organizate (logic) ale cunoașterii pentru a merita titlul 
de „teorii? (T). 

n acest caz oricărui L îi va corespunde o T, iar fiecărui ML 
o MT (metateorie). Dacă T este studiată ca un ansamblu 
conceptual, abstracție făcîndu-se de laturile lingvistice 
(semiotice), atunci ML va exprima o metateorie MT, 
dar nu o semiotică. Vom numi această MT o „analiză 
conceptuală” (nesemiotică) sau simplu o „„metateorie”. 
Metateoria şi semiotica, deşi noțiuni distincte, nu sînt reali- 
tăți absolut separate. Alte raporturi pot preciza mai bine 
această distincţie: 

1) pentru orice T pot exista diferite L, 

2) pentru orice MT pot exista diferite ML, 
d orice semiotică pornește de la un limbaj de referință 

LR). 

În continuare vom presupune că ML va fi un limbaj semio- 
tic şi că L este suficient de organizat logic (că exprimă o 
teorie). Pe de altă parte, ne vom limita la limbaje logice și 
matematice, or, pe scurt, la limbaje logico-matematice, 
din rîndul cărora vom alege LR. Vom presupune apoi că 
ML este suficient de organizat ceea ce implică o utilizare 
mai precisă a lui UL. 

În raport cu descrierea dată ML de Tarski noi vom indica 
o noțiune simplificată de limbaj al semioticii (abstracție 
făcînd de distincția — sintaxă, semantică și pragmatică). 


Teoria sistemelor logice 206 


În general structura limbajului semioticii este determinată 
de funcțiile acestui limbaj. 

Vocabularul semioticii cuprinde 1) nume pentru semnele 
din L, 2) traduceri pentru expresiile din L, 3) expresii 
specifice pentru formarea termenilor şi propozițiilor semio- 
ticii, 4) alte expresii utile. Gramatica semioticii cuprinde 
reguli logice şi reguli pur lingvistice. Extensiunea limbaju- 
lui semiotic este influențată de extensiunea obiectului său. 
Astfel avînd o teorie T noi nu ne limităm neapărat la un 
singur limbaj ci considerăm adesea „clasa limbajelor lui 
T”. Pe de altă parte, noi studiem şi relaţiile dintre limba- 
jele lui T. 

Dacă lui T îi corespund limbajele L, La ... L, atunci 
semiotica poate studia pe fiecare L în parte, ceea ce dă o 
„semiotică descriptivă” sau orice L; în raport cu T, ceea 
ce va da o „semiotică generală” (aci vor fi incluse şi relațiile 
dintre două L,, L; oarecare). Există apoi semiotica unei 
clase de teorii K(T) din aceeaşi ştiinţă sau chiar unor 
clase de teorii mai generale (din diverse ştiinţe). Semio- 
tica în general este luată în ultima accepțiune. Noi ne vom 
limita la semiotica teoriilor logico-matematice şi vom utili- 
za, se înțelege, categoriile semioticii în genere împreună cu 
categorii specifice. 

În vederea studierii laturii formale a teoriei se poate proce- 
da în două feluri: sau construim un sistem de obiecte for- 
male care să nu amintească deloc de vreo interpretare, 
dar care să fie în raporturi structurale bine determinate 
cu sintaxa limbajului (anume în aşa fel ca eventual el să 
poată servi de „,reprezentare” a structurii sintactice a 
limbajului) sau detaşăm structura sintactică cu ajutorul 
metalimbajului în aşa fel încît: 

a) se recunoaște imediat că e vorba de structura sintac- 
tică ; 

b) se indică specia] că e vorba doar de sintaxă. 
Aceasta înseamnă a construi „sistemul sintactic” cores- 
punzător limbajului. Am spus că diferența între „sistemul 
sintactic” detașat cu ajutorul limbajului şi „sistemul for- 
mal” poate fi neglijată. Precizăm că, limbajul se prezintă 
ca o unitate sintactico-semantică. Detaşarea celor două 
laturi se poate face în metateorie prin construirea de „„sis- 
teme sintactice” şi respectiv „sisteme semantice” cores- 
punzătoare. În acest mod procedează Scholz şi Hasenjaeger 
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în GML. Altă cale de a detaşa sintacticul de semantic este 
de a formaliza limbajul şi de „a uita” în acest fel de latura 
semantică operînd numai cu partea formală. Sintacticul 
astfel detaşat este „sistem formal”. Aceasta este proce- 
dura obişnuită. 

Cînd logica propozițiilor este construită ca teorie a funcțiilor 
de adevăr, aceasta înseamnă că ea este construită ca „,sis- 
tem semantic” (relațiile semantice sînt explicitate), cînd 
ea e construită ca un „calcul al propozițiilor”' în care se 
uită de dimensiunea semantică, ba chiar se face abstracție 
în aşa fel că ea nu intervine în nici un fel în rezolvarea pro- 
blemelor, atunci avem un „sistem formal”. Dacă dimpotrivă, 
ţinem să precizăm că acest sistem formal redă o structură 
sintactică atunci el e tratat ca „sistem sintactic”. Sistemul 
sintactic presupune concepte metateoretice relativ la semne 
şi formule. În sistemul formal avem, să zicem, secvența 
(p —(2v2)) (EV) >t, Poe. 

Această secvență este redată în „sistemul sintactic” prin: 
„formulele 1), 2), 3) constituie o secvență demonstrativă”, 
sau prin „formula «&— — —» decurge sintactic din for- 
mulele ...” 

Fiecare teorie formalizată are un sistem formal care se 
poate îndepărta ca structură de structura sintactică a 
limbajului ei (deşi relațiile între cele două structuri sînt 
strict determinate). O sintaxă a limbajului ca parte a meta- 
teoriei trebuie să redea (să descrie) şi reconstituie cu mij- 
loacele metalimbajului dimensiunea sintactică a limbaju- 
lui-obiect. Sistemul formal nefiind limbaj nu presupune 
un metalimbaj, ci doar un limbaj care descrie modul în 
care el se constituie. Fie deci L un limbaj formalizat al 
unei teorii T. Dacă SF (sistemul formal) este constituit 
prin simplă detaşare a „formei materiale” a sistemului 
atunci descrierea sintaxei şi redarea ei în „sistemul sintac- 
tic” (în metalimbaj) coincide cu descrierea sistemului for- 
mal (diferențele fiind neglijabile), dacă SF este de o altă 
structură decît structura sintactică dată a lui L atunci 
„sistemul sintactic” nu redă structura lui SF, aceasta este 
redată într-un LSF din ML. 

Pe de altă parte trebuie să ținem seama că pentru orice 
teorie putem avea mai multe limbaje. De aci: 1) mai multe 
sisteme formale prin detașarea formei sintactice, 2) mai 
multe sisteme sintactice în MT. Fie teoria funcţiilor de 
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adevăr. Ea poate fi redată în simbolismul Peano-Russell 
sau în simbolismul lui Lukasiewicz. Sintaxele logice vor 
diferi întrucîtva. 

O diferență care poate exista între sintaxa limbajului şi 
sistemul formal este că sistemul formal presupune în mod 
necesar formalizarea limbajului. 

Pentru a nu confunda noțiunile putem introduce următorii 
termeni : 

1) sintaxa limbajului (= structura sintactică a limbaju- 
lui), 

2) sistemul sintactic (= expunerea teoriei ca sistem sin- 
tactic, luînd în considerație numai forma sintactică a 
limbajului ei), 

3) meta-sintaxa (= teoria care studiază sintaxa limbajului 
şi descrie construirea sistemelor sintactice). 

Analog pentru semantică vom avea : 

1)' semantica (implicită) a limbajului (ca dimensiune a 
lui L), 

2)' sistemul semantic (expunerea lui T ca sistem seman- 
tic), 

3)' meta-semantica (= teoria care descrie dimensiunea 
semantică a limbajului şi arată modul în care se construieş- 
te sistemul semantic). Deoarece sistemul formal provine 
de la limbajul teoriei sau se află în strînsă legătură cu sin- 
taxa acestuia vom spune că LSF face parte de asemenea 
din ML. 

În scopul economiei de limbaj vom utiliza diferite principii 
semantice : 

1) principiul univocității generalizate (un semn va avea 
în tot limbajul o singură semnificație), 

2) principiul ambiguității sistematice (un semn va avea 
în ML mai multe semnificaţii sistematic corelate), 

3) principiul univocităţii contextuale (un semn poate fi 
univoc într-un context, dar nu neapărat în genere în 
limbaj), 

4) principiul expresiilor prescurtate (o expresie poate avea 
sens numai prin intermediul altora). 

Aceste principii vor fi precizate în funcție de necesități. 
De observat este că mulți termeni semiotici sînt utilizați 
sistematic ambiguu în raport cu părțile semioticii, cu alte 
cuvinte aceeaşi expresie (luată ca formă exterioară) poate 
fi definită sistematic în trei feluri — sintactic, semantic, 


Semiotica logică 209 


pragmatic. Legăturile sistematice dintre conceptele cores- 
punzătoare (mai ales dintre cele sintactice și semantice) 
ne fac să utilizăm aceeaşi formă de exprimare pentru 
concepte diferite. 


Exercitii de distingere între L şi ML. Fie limbajul predica- 
telor un exeniplu de L (ca un ansamblu de semne şi secvențe 
de asemenea semne). 

1) YxF(x) 

2) Ix(F (x) —> G(x)). 

1) şi 2) sînt expresii din L. 

Următoarele expresii vor fi din ML 

1) Expresia ,„,VxF(x)” este cuantificată universal. 

2) Expresia „,„I1x(F(x) —G(x))” este cuantificată existen- 
ial. 

5 Expresia ,„YxF(x)?” nu este adevărată. 


6. CLASIFICAREA EXPRESIILOR 


Ne vom ocupa de clasificarea expresiilor fără a lua seama 
în mod special la deosebirea dintre sintactic şi semantic. 
Din context se va vedea dacă un punct de vedere sau altul 
este pe primul loc. Problema clasificării „„logice” a expresii- 
lor este veche. Nu s-ar putea spune că avem o soluţie satis- 
făcătoare. O încercare de clasificare largă este dată în car- 
tea noastră Logica simbolică. Aci ne vom limita la unele 
chestiuni generale și eventual la noi precizări, în rest vom 
trimite la respectiva clasificare. Termenul de „expresie” 
desemnează o parte sintactico-semantică a limbajului. 
Caracteristica principală a unei expresii este că ea poale fi 
corelată în mod independent sau relativ independent cu o 
entitate (pe baza unei reguli de desemnare). În limbajele 
formalizate distincția este precisă, în cele naturale nu 
putem spune totdeauna dacă avem de-a face cu o expresie 
sau nu. Este „,de” o expresie (în sensul logic strict) sau nu? 
La fel despre „ca. Nu putem da răspunsuri precise. 
Putem conveni că o expresie are o serie de proprietăți 
fundamentale, proprietăți care sînt precizate în funcție 
de limbaj. 

Orice expresie are o formă materială şi un conținut. Ne vom 
limita (cel puțin provizoriu) la conținutul cognitiv. 
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Orice expresie are un obiect la care se referă (prin inter- 
mediul unei reguli de desemnare) numit referent. 

Orice expresie are (sau i se poate asocia) un sens (printr-o 
regulă definitorie). 

Orice expresie are o extensiune (= anumite limite de apli- 


cabilitate). 
Orice expresie este corelată cu o determinare (însușire sau 
relație) a obiectului — cu alte cuvinte are o tntensiune. 


Toate aceste determinări sînt mai degrabă „,vagi”, „impre- 
cise”, ele devin precise abia în raport cu anumite sisteme 
de limbaj. În loc de „expresie vom vorbi atunci de „,expre- 
sie în S”? (analog vom relativiza toate celelalte concepte). 
Care sînt cele mai interesante criterii de clasificare a expre- 
siilor (clasificare considerată din punctul de vedere al 
intereselor logicii)? Evident că prima clasificare ce se 
impune este în: „elementar” şi „,neelementar” (compus). 
O expresie este elementară dacă nici o parte a ei nu mai 
este expresie, în caz contrar ea este compusă (neelementară). 
Ex. „F(x)” este elementară, dar „F(x) &G(y)” nu este 
elementară. 

O altă clasificare fundamentală este în „termeni” şi „ex- 
presii propoziționale” (sau „,propoziții'”). Distincția nu e 
deloc uşor de făcut în afara sistemelor determinate, în 
schimb în sisteme determinate de limbaj ea poate să fie 
trivială. 

Am putea spune că în cazul termenilor primează referirea 
la obiect (desemnarea obiectului) în timp ce în cazul pro- 
poziţiilor transmiterea unei informaţii (în scop cognitiv 
sau pragmatic) este dominantă. Expresia „om” (un termen) 
ne trimite la un obiect, în timp ce propoziția „omul este 
capabil să construiască unelte” informează despre obiectul 
respectiv. 

Fundamentale sînt apoi clasificările termenilor şi respectiv 
ale propoziţiilor. Cel puțin deocamdată nu intrăm în detalii, 
dar reținem unele criterii. O veche clasificare împarte ter- 
menii în categorematici (obiectuali) şi sincategorematici (de 
legătură). 

Este posibilă o clasificare trihotomică a expresiilor 1) 
termeni, 2) expresii de legătură şi 3) propoziţii. 
Propoziţiile la rîndul lor sînt inchise şi deschise. Propoziţiile 
închise nu conțin variabile şi sînt bine precizate în ce 
priveşte semnificația expresiilor componente, propoziţiile 
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deschise conțin variabile sau sînt pur şi simplu ambigue. 
Astfel „x + 2 = 4” este o propoziţie deschisă, „eu dorm” 
este de asemenea o propoziție deschisă în măsura în care 
pronumele personal nu e precizat. 

Dimpotrivă „2 + 2 = 4$”, „Eu (Enescu Gh.) scriu aceste 
propoziții” sînt propoziţii închise. Uneori propozițiile 
deschise se mai numesc „funcții propoziționale” sau chiar 
„propoziţii variabile”. 

Trecerea de la propoziţiile deschise la cele închise se poate 
face fie prin substituție, fie prin cuantificare, fie prin con- 
textualizare. 

Două clase de propoziţii rețin în mod deosebit atenţia 
logicienilor contemporani, anume: descriptive (declara- 
tive, teoretice) şi normative (prescriptive, pragmatice). 
Avînd în vedere că raţionamentele sînt construite în funcție 
de tipul de propoziție, fiecare teorie logică are la bază una 
sau mai multe clasificări ale propoziţiilor (ex. asertorice, 
modale, compuse etc.). În cele ce urmează ne vom ocupa 
în special de propoziţiile descriptive (declarative, teore- 
tice). Caracteristica lor principală este că au o valoare 
logică (adevăr, fals sau o nuanțare a acestora). O mulțime 
de propoziții vom spune că formează un „lanț logic” dacă 
între ele se pot stabili anumite relații inferențiale. Scopul 
logicii este să descopere legile după care se constituie astfel 
de lanțuri inferențiale numite în mod obişnuit „raționa- 
mente” sau chiar „inferențe”. 

Se înțelege că orice mulțime (finită) de propoziții poate 
fi redusă la o singură propoziție compusă cu ajutorul unor 
expresii speciale. De aci rezultă că o teorie poate fi „„redusă” 
la o singură propoziție, iar sarcina de a studia teoria se reduce 
la aceea de a studia unica propoziție. Evident, această con- 
cepție poate prezenta un anumit interes, dar pînă acum 
nu a fost luată în considerație. Vom prefera să vorbim 
despre teorie ca despre o mulțime de propoziţii şi mai 
mult ca despre un „sistem de propoziții’. 


7. TERMENI ȘI PROPOZIŢII ÎN ML 


În vederea studierii şi exemplificării conceptelor semioticii 
logice vom lua ca limbaj de referință limbajul logicii pre- 
dicatelor. Acest limbaj constă din vocabular de bază şi 
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expresii (termeni, propoziții). Între vocabular şi expresii 
există (în acest caz) o intersecție — unele expresii sînt 
date deja în vocabular. Regulile nu fac parte din limbaj 
dar sînt reprezentate în structura componentelor limbajului. 
Vom nota cu L limbajul, cu V vocabularul de bază şi cu 
E — expresiile. 

={V, E) 
unde V şi E nu sînt neapărat disjuncte (exclusive). 
Metalimbajul sintactic cuprinde la rîndul său pe lîngă 
expresii din UL termeni și propoziții speciale. 
1) Termeni descriptivi. Ca termeni descriptivi avem nume 
singulare de semne din V și de expresii din E. Există mai 
multe procedee de a forma nume pentru semne şi expresii: 
a) procedeul ghilimelelor (se introduce semnul sau expresia 
în ghilimele, ex. „£”, „P&9), 
b) procedeul utilizării autonime (semnul sau expresia se 
autodesemnează, ca de ex. în afirmaţia : p este o variabilă 
propozițională), 
c) procedeul numelor prescurtate (se introduc semne spe- 
ciale ca „nume proprii”, ex. litere, cifre ş.a. cum e cazul 
în matematică — se spune „teorema 1” sau „propoziția A” 
sau „teorema lui Gauss”), 
d) procedeul structural-descriptiv (introdus de Tarski) 
— acesta presupune formarea numelui prin descrierea 
structurii semnului sau expresiei (ex. expresia formată 
din litera „p” şi o bară deasupra, adică $). 
Aseste procedee sînt valabile în genere pentru semiotică. 
Noi le vom utiliza pe toate în funcție de necesități sau de 
comoditate. Adesea vom folosi pe lîngă semnele grafice și 
„moduri d= citire” a lor (se înțelege acestea sînt date în 


2) Termeni generali. Termenii generali se referă la clase 
de semne sau la clase de expresii (ori la alte entități gene- 
rale utile în ML). Ei pot fi simbolizați sau dați prin cuvinte 
intuitive (din UL). Astfel putem nota semnele din V cu 
a, B, y... expresiile cu A, B, C, ..., putem introduce 
termeni 'ca „,variabilă”, „expresie”, „vocabular”, „,opera- 
tor”, „,cuantor” ş.a. 


3) Traduceri. Pe lîngă nume de semne şi expresii vom folosi 
traduceri ale expresiilor. Astfel expresia „A C B” se va 
traduce prin „clasa A este inclusă în clasa B”. 
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4) Propoziții. Cu ajutorul termenilor şi expresiilor ajută- 
toare noi putem forma în ML propoziții (formalizate sau 
nu) după reguli presupus ca date (ex. după reguli asemănă- 
toare cu cele din L sau după reguli din UL). Propoziţiile 
vor fi de asemenea descriptive (singulare) sau generale. 
Propoziţiile descriptive se vor referi la entități concrete 
din L, în timp ce propoziţiile generale la clase de asemenea 
entități. Ex. „p este un simbol din V” este o propoziție 
descriptivă deoarece se referă la un simbol dat „p”, în 
timp ce aserțiunea „,variabila propozițională este o clasă 
de inscripții echivalente grafic” este generală. 

Ca şi în L avem propoziţii postulate (puse) şi teoreme. Con- 
venţiile care postulează vocabularul V, regulile de formare, 
regulile de desemnare, convențiile care postulează axio- 
mele sînt toate propoziții din clasa postulatelor metateore- 
tice. Ansamblul entităților postulate în L este determinat 
în acest fel de o serie de propoziții metateoretice. 

Este posibilă confuzia între „postulat în L”, „postulat în 
ML” şi „postulat în UL”, dar ea este uşor îndepărtată 
gîndindu-ne ja ce anume se referă propoziția (postulat). 
Astfel „„VzFx —Fy” este un postulat (axiomă) în L, 
aserțiunea : „formula «YxFx — Fy» este axiomă în L”, 
este un postulat în ML (dacă nu cumva prin construcție 
este trecută în rîndul teoremelor). 

Propoziția „Dacă A şi A — B atunci B” este un postulat în 
ML, iar aserțiunea „propoziţia dacă A şi A > B atunci 
B» este o regulă de deducție pentru L” este un postulat 
în MML (dacă prin context nu s-a convenit să fie teoremă). 
Unele propoziții din ML sînt teoreme, altele nu. Teoremele 
din ML vor fi numite şi „,„metateoreme”. 

De ex., propoziția „orice expresie din L are o formă normală 
echivalentă cu ea” este teoremă (convenit fiind că L este 
limbajul predicatelor). 


5) Inferenţe. ML cuprinde se înțelege şi inferențe, acestea 
pot fi formalizate (dacă ML e formalizat) sau intuitive. 
Regulile de inferență se pot asemăna cu cele din L cu deose- 
birea că sînt reformulate în ML. Este de remarcat că în 
ce priveşte mijloacele de demonstrație ele depăşesc. de 
regulă în bogăţie pe cele. din L. Inducția completă, proce- 
deele constructive, chiar demonstraţia zutologică sînt foarte 
răspîndite. O teoremă descriptivă care afirmă caracterul 
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tautologic al unei formule poate fi demonstrată prin simplă 
inspecţie. O regulă derivată poate fi demonstrată autologic 
dintr-o axiomă a lui L. De ex. din axioma „(p y $) > $” 
deducem regula „Dacă A y A atunci A”. 


6) Sistemul deductiv. Deşi în ML funcționează metodele 
deductive nu se obișnuiește construirea după toate normele 
de formalizare a metalimbajelor ca sisteme deductive. 
Tarski a dat totuşi un exemplu de asemenea construcție 
în cazul definirii adevărului în limbajul claselor axiomati- 
zînd metalimbajul respectiv. Dealtfel o construcție liberă 
şi intuitivă este din multe puncte de vedere de preferat 
în cazul ML. Aceasta nu exclude creşterea gradului de 
organizare logică a metalimbajului. 
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Sintaxa logică 


1. CONȚINUTUL SINTAXEI LOGICE 


Termenul de „sintaxă logică” a fost impus de lucrarea lui 
Carnap Logische Syntax der Sprache. Sintaxa studiază 
limbajul din punctul de vedere al formei semnelor şi ex- 
presiilor. i 

Un limbaj L presupune un vocabular, o mulțime (potențial 
infinită) de expresii şi o gramatică a expresiilor. Gramatica 
constă dintr-un ansamblu de reguli formale care prescriu 
forma expresiilor (termeni sau propoziții). În acest fel sin- 
taxa apare ca studiul mulțimii (V, E, G} unde V (vocabular 
de bază), E (expresii), G (ansamblul de reguli gramaticale). 
V şi E nu sînt neapărat disjuncte, iar G nu face parte din L, 
ci doar redă forma elementelor din E, cu alte cuvinte E 
este o mulțime închisă relativ la G. 

a) Studiul vocabularului presupune studiul tipurilor de 
semne de bază (constante, variabile, operatori etc.). 

b) Studiul logic al mulțimii E = (7, P} (T = termeni, 
P = propoziții) cuprinde definirea, clasificarea, proprie- 
tățile şi relaţiile sintactice ale expresiilor. Un loc central 
îl ocupă „relația de inferență”. 

c) Mulțimea E poate fi studiată în sens general (indepen- 
dent de limbaj) sau relativ la limbaj. În ultimul caz vom 
avea „clasa de expresii din L” (analog pentru V şi G). 

O clasă de expresii în L se descompune în submulțimi M, 
M C E. A studia proprietățile sintactice ale unor ase- 
menea submulțimi cît şi relațiile sintactice dintre diferite 
submulțimi este una din sarcinile principale ale sintaxei 
logice. (În loc de submulțime a lui E, vom spune pur şi 
simplu „mulțime în E...) 

d) Studiul mulțimilor în E pregătește terenul pentru studie- 
rea unor mulțimi speciale — „sistemele logice” (pure sau/şi 
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aplicate). Elementele sistemului, structura, proprietățile, 
relaţiile dintre sisteme (considerate din unghiul de vedere 
sintactic) vor fi tot atîtea probleme de studiat. 

e) Metaconcepte (metatermeni) şi melapropoziții în sintaxă. 
Sintaxa cuprinde termeni descriptivi (nume de expresii 
sau semne de bază sau mulțimi de expresii din L), termeni 
generali („inscripție”, „semn”, „formulă”, „„propoziție”, 
„axiomă”, „teoremă”, „demonstrație” ş.a.). 
Metapropoziţiile pot să fie postulate (axiome, reguli, con- 
venţii) sau derivate. 

Ele se pot referi fie la entități (clase de entități) date din 
limbaj fie la concepte generale din sintaxă (,„,formulă”, 
„demonstrație” ş.a.). Propozițiile care indică ce anume 
formule sînt alese ca axiome în L sînt postulate, la fel 
toate regulile formale. 

Propoziţiile care definesc „axiomă în L” (indiferent de ZL), 
„formulă în L”, „teoremă în L” ș.a. se referă la concepte 
generale sintactice. 


Următoarele expresii redau forme de propoziţii în sintaxă, 
forme care se pot referi la un anumit limbaj sau care sînt 
luate în genere, independent de limbajul concret. 

— „x este un semn în L” 

— „x este o formulă în L” 

— „AÁ este axiomă în L” 

— „AÁ este teoremă în L” 

— „D este demonstrație în L” 

— „AÁ se deduce din B” 

— „AÁ este izomorfă în B” 

— „M este echipolentă cu N” 

lată şi exemple de demonstrație a unor propoziții din ML 
(sintaxă). 

Teoremă. ,„p” este formulă în LR (limbajul de referință). 
Se demonstrează imediat pe baza regulilor de formare 
care sînt propoziţii în MLR. 

Teoremă. „(Pv9)&(9vr)” este o formă normală în LR. 
Se demonstrează pe baza regulilor care definesc forma 
normală şi care sînt propoziții în MLR. 

Teoremă. „(p v p) — p” este axiomă în LR. Se demonstrează 
pe baza propoziției care postulează axiomele din LR. 
Teoremă. „p — p” este teoremă în LR. Se demonstrează 
pe baza propozițiilor care definesc teorema în LR şi pe 
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baza regulilor de deducție (toate acestea sînt metapropozi- 
ţii în MLR). 

Demonstrațiile propoziţiilor de mai sus sînt toate construc- 
tive. 

Teoremă (generală). Orice formulă din LR este echivalentă 
cu forma ei normală. Se demonstrează pe baza regulilor 
de aducere la forma normală (postulate în MLR). 
Teoremă (existenţială). Pentru orice formulă există cel 
puțin o formă normală (conjunctivă, resp. disjunctivă). 
Demonstrația aceasta se face din metapropoziţii (ea are 
un caracter ceva mai complicat). Se înțelege că putem 
mări numărul exemplelor de metateoreme şi de demonstra- 
ţii metateoretice. Exemplele date însă sînt suficiente. 


2. NOȚIUNEA DE VOCABULAR 


Dacă avem un limbaj universal (UL) atunci vocabularul 
se descompune în „cuvinte”, după cum limbajul se descom- 
pune în „expresii. Pentru limbajele formalizate folosim 
mai ales termenii mai generali de „semn” sau „,simbol” 
şi „formulă”. 

Spunem că vocabularul este o clasă de semne, dar ce este 
semnul? Am adoptat mai sus o caracterizare sintactico- 
semantică a semnului, avem acum sarcina mai dificilă 
de a încerca o caracterizare pur sintactică. Fie următoarele 
expresii (formule într-un sens mai special) luate din LR 
(limbajul de referință) : 

1) vxay(F(x, y) = G(x, y) 

2) EU) Gly) ) > F(a) 

Fiecare dintre ele constă dintr-un şir de semne grafice, 
desene (forme grafice) — litere sau alte forme. Unele dintre 
aceste desene apar de mai multe ori. Ex. „%” apare de trei 
ori în formula 1). 

Se pune problema: ce numim „semn”, fiecare desen în 
parte sau totalitatea desenelor identice? Dacă fiecare desen 
în parte ar fi „semn” (cuvînt) atunci ar trebui să existe 
atîtea dicționare cîte utilizări de semne există, ceea ce 
este evident o imposibilitate. 

„„... expresiile (inclusiv simbolurile), scrie Curry, nu sînt 
obiecte fizice concrete şi singulare, ci tipuri sau specii de 
asemenea obiecte în acelaşi sens ca și merele, copacii, 
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oamenii care se pot întîlni în multe exemplare” (p. 59). 
Sîntem obligați deci să distingem între „semne” și „apariţii 
de semne”. Vom numi fiecare apariție a semnului „intrare” 
sau „,inscripție” sau „formă grafică” sau ,desen”. Inscrip- 
țiile sînt astfel „„exemplare” (Curry) ale semnului. Revenind 
la cele două formule de mai sus constatăm că semnul „x 
are trei intrări în formula 1) şi două intrări (inscripții) în 
formula 2). 

Fiecare inscripție (intrare) este bine localizată spațial (sau 
spațio-temporal, în alte limbaje, cum sînt cele sonore). 
Două intrări nu pot avea niciodată poziții spaţiale iden- 
tice. 

Două inscripții formează intrări ale aceluiaşi semn dacă şi 
numai dacă ele sînt atît de asemănătoare ca formă grafică, 
mărime şi culoare încît nu pot fi deosebite cu ochiul liber 
alte diferențe între ele decît acelea de „coordonate”. Vom 
numi această asemănare echivalență grafică (evident, avem 
în vedere faptul că noi lucrăm în special cu limbaje scrise). 
Presupunerea că între inscripții nu există alte diferențe 
decît cele de „,coordonate”” este o idealizare. 

Două sau mai multe inscripții aflate în relația de echiva- 
lență grafică vor fi numite „echivalente grafice”. 

Ca urmare a distincțiilor de mai sus vom numi semn totali- 
tatea inscripțiilor echivalente grafic (într-un limbaj L), 
altfel spus o clasă de inscripții echivalente grafic. (Relaţia 
de echivalență grafică se bucură de toate proprietățile 
echivalenței în genere). Se întîmplă cu noțiunea de semn 
astfel introdusă ceva analog cu noțiunea de număr dată 
de Frege şi Russell, devine mult mai puțin intuitivă decît 
cea obişnuită. 

Putem da și două definiții mai puțin riguroase: 1) semnul 
este totalitatea utilizărilor sale posibile în limbajul L, 2) 
semnul este ansamblul imprimărilor unei forme tipografice. 
Prima poate fi considerată ca o definiție pragmatică întru- 
cît apelează la conceptul de utilizare, a doua ca o definiție 
operațională întrucît se referă la operația de imprimare. 
Pornind acum de la o clasă de echivalente grafic K, vom 
spune că orice « astfel că 

ae K 

este o intrare a lui K (altfel spus o inscripție). În acest 
fel „semnul” desemnează o clasă de inscripţii, iar „intrarea” 
elementele acestei clase. 
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Prin cele de mai sus noi am determinat noțiunea de „semn 
în L”. 

Cum definim sintactic vocabularul unui limbaj L;? 
Pentru a da într-un limbaj L, (determinat) semnul, proce- 
dăm în felul următor: 

— se dă o inscripție (o formă grafică), 

— orice altă inscripție grafică utilizată în raport cu aceeaşi 
teorie şi echivalentă grafic cu inscripția dată va fi element 
al aceluiaşi semn. 


Fie o inscripția dată inițial, vom numi „semnul o” totali- 
tatea inscripțiilor echivalente grafic cu o. (Fiecare repro- 
ducere a lui o va fi o intrare.) 


Vocabularul se introduce prin acest gen de postulate. 
Revenim la limbajul de referință. 

1) Vom numi „variabile individuale” (deci o clasă de semne) 
clasele de inscripții echivalente grafic respectiv cu inscripțiile 
b q, 7,.... Vom avea deci „clasa de echivalente grafic 
cu p”, „clasa de echivalente grafic cu q” etc. 


2) Vom numi „variabile predicative” clasele de inscripții 
echivalente grafic respectiv cu F, G, H, ... 
Analog pentru celelalte semne. 


Se înțelege că în practică nu procedăm atît de complicat, 
distincţiile de mai sus sînt necesare pentru unele precizări 
teoretice. 

Limbajul logicii predicatelor dispune de cel puțin opt 
clase de semne (constante individuale, variabile indivi- 
duale, constante predicative, variabile predicative, varia- 
bile propoziționale, operatori propoziționali, cuantori, pa- 
ranteze, virgule). Fixarea acestor clase se face, de regulă, 
pe baza unor criterii semantice. Cea mai importantă clasi- 
ficare a semnelor este în 1) constante, 2) variabile, 3) semne 
auxiliare. Constantele pot fi logice sau descriptive. Opera- 
torii propoziționali sînt exemple de constante logice. 


Să analizăm mai îndeaproape cele trei clase de semne. 


Semnele așa cum le-am considerat noi aci se mai numesc 
„semne de bază” (Gödel) sau „semne elementare”. În 
teoria algoritmilor se mai spune că ele formează un „alfa- 
bet” (noi am preferat termenul ,vocabular”). Ideea de 
„alfabet” este sugestivă pentru tratarea algoritmică a 
expresiilor. (Vom reveni ulterior asupra ei.) 
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Constantele. Vom distinge două feluri de constante — con- 
stante „prin supoziție” şi „constante efective”. Astfel în 
formula : 

ax +b =c 

literele a, b, c sînt constante prin supoziții, x este variabilă. 
Dimpotrivă 2x + 3 = 7 conține constante efective 2, 3, 7. 
În logică pentru a marca operația de singularizare a schemei 
propoziţionale utilizăm constante prin supoziție : 

ex. F(x) e singularizat în F(a). 

Cum distingem sintactic constantele? Există cel puțin 
două procedee: 1) prin postularea lor și 2) prin inter- 
dicția anumitor operații formale în legătură cu ele (ex. 
interdicția „„superpoziţiei”” (a substituției) sau în genere 
prin „definirea rolului lor formal”). Problema definirii pur 
sintactice a constantelor (de ex. a cifrelor) este deosebit 
de importantă pentru concepția şi metoda pe care o adop- 
tăm în construirea ştiinţei. Aritmetica poate să apară ca 
„Ştiinţă despre numere” sau ca „ştiinţă despre cifre” 
— iată două concepții radical deosebite. Un raționament 
sumar ne arată că nu putem considera ca obiect al arit- 
meticii cifrele ca desene, ca inscripţii, atunci în ce sens sînt 
ele „obiect a! aritmeticii”'> Comparînd cifrele cu figurile 
de şah, Goodstein arată: „ceea ce face figura să fie rege” 
nu este cum s-ar crede forma sau materia din care ea e 
construită „ci acele mișcări pe care ea le săvîrșeşte. Astfel 
că noi putem spune că regele de şah este unul dintre rolurile 
pe care figura le joacă în jocul de şah — rolul figurii, 
nu însăşi figura” [14; 22]. 

„Exact la fel numerele sînt diferitele roluri pe care cifrele 
le joacă în limbaj” [14; 22]. 

„Astfel, regula că suma lui doi cu trei este cinci este for- 
mularea în termeni de rol — a faptului că formula „2 + 
+ 3 = 5” este demonstrabilă în aritmetică” [14; 22). 

O clasă de semne poate fi deosebită sintactic de alta dacă 
se determină prin reguli rolul pe care semnele (eventual 
fiecare semn) din acea clasă îl joacă în limbaj. 
Revenind la ideea de „semn constant” vom prescrie ca 
„rol: 1) o constantă poate fi pusă în locul unui semn 
variabil în conformitate cu regulile de substituție, 2) o 
constantă nu poate fi cuantificată, 3) o constantă nu 
poate fi substituită în sensul în care e o variabilă. Am 
arătat deja mai sus că putem împărți constantele în logice 
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şi descriptive. De ex. „om” este o constantă descriptivă, 
în timp ce „nu”, „sau” sînt constante logice. Deoarece 
constantele logice au funcţie formativă (operatorială) putem 
conveni să le numim cu un cuvînt „,operatori”. (Pentru 
o subciasă de operatori se mai folosesc şi cuvintele „func- 
tori”, „conectori”, „conectivi” ş.a.) 


Există şi operatori nelogici (+, Xx ş.a.), de aceea vom spune 
„operatori logici”. 


Operatorii. Operatorii propoziționali (—, &, =), 
cuantorii (Y, 3) şi operatorii modali (O, ©) sint sabda 
de operatori curent utilizați în logică. 

O diviziune utilă a operatorilor este în trei: 1) operatori 
terminali (operatorul descripției şi cel al abstracției în 
logică, operatorul adunării şi înmulțirii în aritmetică), 
2) operatori propoziționali (aci vom include şi cuantorii). 
Operatorii terminali ajută la formarea de termeni din 
semne sau termeni daţi, operatorii propoziționali ajută la 
formarea de propoziții. 

Dacă «(x) este o expresie 1xa(x) şi Axa(x) sînt termeni. 
Dacă A(x) este o expresie propozițională şi B(x) este ex- 
presie propozițională A(x) & B(x), VxA(x), IxB(x) ş.a. 
sînt expresii propoziționale. 

H. B. Curry divide operatorii după funcția lor în „,opera- 
tori care transformă numele în semne”, cei care trans- 
formă „numele în propoziție” (denumiți de el verbe sau 
predicatori), „„cei care transformă propoziţiile în propoziţii” 
(conectorii) şi în fine „cei care transformă propozițiile 
în nume” (,„,subnectorii'”). Curry folosește termenul general 
de „,functor” şi foloseşte cuvîntul „operator” numai pentru 
prima categorie. Tot el divide operatorii (= functorii) 
după poziția lor în expresie în a) prefix, b) infix şi c) sufix. 
În limbajul Lukasiewicz operatorii propoziționali sînt uti- 
lizați ca prefix, în limbajul Peano-Russell ca infix (utili- 
zarea lor ca infix cere folosirea parantezelor) — cu excepția 
celor unari (negația, modali). Cînd operatorii sînt luați pur 
şi simplu ca „simboluri simple” (independente) sînt numiți 
de Curry „afix” şi semantic sînt raportați la funcții. 

Pe lîngă distincțiile de mai sus vom avea în vedere şi 
„ordinul operatorilor”. Unii operatori se aplică la formule 
care deja-i conțin: 


(P &g)—> r) &s 
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Acelaşi operator va putea avea „ordinul? (sau „gradul') 
1, 2, 3, ... n. În cazul nostru prima conjuncție are ordi- 
nul l, următoarea ordinul 2. Această distincție nu este 
fără înțeles semantic. 

Folosirea parantezelor ne ajută să diferențiem ordinul 
componentelor unei expresii și să dăm o interpretare exactă. 
Se înțelege însă că putem adopta şi alte mijloace fie pentru 
împuținarea parantezelor, fie în locul lor. Pentru împuţi- 
narea parantezelor se poate adopta în cazul operatorilor 
propoziționali o convenție în sensul dispunerii lor în ordinea 
în care leagă „mai tare”. Ex. negația leagă cel mai tare, 
apoi conjuncţia, disjuncţia, implicaţia, echivalenţa. În loc 
de (4&q)yr putem scrie p&g yr; în loc de (p &q)—>r 
putem scrie : 

DP&g=r 


Se poate adopta apoi convenția de suprimare a unor ope- 
ratori (ei subînțelegîndu-se). Operatorul suprimat va fi 
considerat a lega mai tare. Ex. în loc de (p & q) y7 şi resp. 
P&gqvr vom scrie pg yr. Operatorii mai pot fi utilizați 
în contextul unor prescurtări, ca de ex. 


fai aa e =) 

sau f( ) 

Ex. implicația Cpg poate fi scrisă simplu ca o prescurtare 
(cu două locuri goale) 

C(—,, sa) 

În cazul în care operatorii au o comportare simetrică sau 
diferența dintre ei nu este importantă din punctul de 
vedere considerat se pot introduce variabile metateoretice 
(Sau supoziții de constante). În acest fel obținem formule 
cu o sferă de acțiune mai generală. Astfel se întîmplă cînd 
vrem să exprimăm „proprietăți” ale operaţiilor și nu „legi 
ale unei operații date”. 

Notînd cu * un operator (binar), cu au, az, ..., a, semne 
obiectuale, cu E o relație de echivalență oarecare (sensul 
nu e precizat) putem de ex. da formula comutativităţii 
pentru o operație oarecare: 

a, * QaEaa * aa. 


Astfel de generalizări sînt adesea utilizate în sintaxa logică, 
ele fiind foarte economice. 
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3. NOȚIUNEA DE EXPRESIE 


Noţiunea de „expresie” în sens sintactic este definită prin 
reguli precise numite reguli de formare. 

În teoria algoritmilor se foloseşte un termen mai general, 
anume expresia ca o combinație de simboluri (simbolurile 
fiind numite „litere”, iar totalitatea lor „alfabet”), de 
exemplu, ca o secvență liniară de simboluri. Din acest 
punct de vedere va trebui să distingem între „expresia” 
(denumită şi „cuvînt” în teoria algoritmilor) și „expresia 
bine formată” (altfel spus „corect formată”). 

Fie un alfabet format din literele A, B, C, D. Fiecare literă 
în parte sau submulțimi de litere din acest alfabet va forna 
de asemenea un alfabet. Această proprietate are sens numai 
sintactic în condiţiile generalizării noţiunii de expresie. 
Generalizarea poate fi susținută şi de faptul că „„rolul” 
fiecărei litere (simbol) este bine definit (în mod conven- 
țional) cu ajutorul regulilor. 

Ca exemple de cuvinte (= expresii) în alfabetul (= simbo- 
lismul, vocabularul) dat avem: 

A, ABC, ACD, BAD, ABACD. 

Prima literă „A” este cuvînt şi în subalfabetele (A), (A, B}, 
(A, B, C}. ABC este cuvînt și în subalfabetul (A, B, C}. 
Fie vocabularul logic: 

(5, Que Vu, =) 

Combinația p V q este cuvînt în acest alfabet, dar este și 
în subalfabetul (5, q, —, v} 

ceea ce nu e cazul cu combinaţia (secvența) ($ y q)>r. 
În sens sintactic (algoritmic) şi combinația 

— qsv este „cuvînt („formulă”). 

Fiecărui cuvînt îi corespunde un subcuvînt. De exemplu 
cuvîntului ABC îi corespund subcuvintele A, B, C, AB, 
BC, A BC. Dacă noțiunea de cuvînt se generalizează pînă 
la a cuprinde şi cuvinte vide (ceea ce uneori este comod din 
punct de vedere formal) atunci la cele de mai sus se poate 
adăuga şi cuvîntul vid (resp. subcuvîntul vid). 

Vom spune că a este un subcuvînt al lui b dacă şi numai 
dacă b = cad (unde c şi d pot fi şi vide). 

Orice cuvînt are cel puțin două proprietăți formale (sintac- 
tice, algoritmice) importante lungimea şi structura (mai 
genera! ordinea). Lungimea unui cuvînt constă în numărul 
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de litere (simboluri elementare) din care este compus. 
Astfel cuvîntul ABC are lungimea 3, cuvîntul ABDA 
are lungimea 4. Două cuvinte pot să difere și după ordinea 
în care sînt dispuse literele. Astfel, AB este diferit de BA. 
În limbajul nostru logic $ V q este diferit de gv. 

Se poate acum generaliza noţiunea de „echivalență grafică”. 
Două sau mai multe cuvinte sînt echivalente grafic dacă 
și numai dacă ele au aceeaşi lungime şi constau din aceleași 
litere care sînt dispuse în aceeaşi ordine (adică la locurile 
care-şi corespund se află aceleaşi litere). 

Ex. >p&q şi —p&q sînt două cuvinte echivalente gra- 
fic. A 

Cuvintele sînt formate prin operația de „juxtapunere”, 
în teoria algoritmilor numită și „compoziție? a simbolu- 
rilor sau a cuvintelor deja date (ori chiar „„produs"). 
Dacă a, b sînt cuvinte atunci ab este un cuvînt (regulă de 
compoziție). Ex. în alfabetul logic: p &q, p sînt cuvinte 
prin urmare, p & qp va fi un cuvînt. 

Cuvîntul obținut prin juxtapunere (compoziție, produs) se 
va numi „compoziție? sau „,produs”. În cazul nostru 
„BD & gqp” este o compoziție de p&g şi $. 

Am văzut mai sus că AB şi BA sînt două cuvinte diferite 
în sensul că ele nu sînt echivalente grafic, dealtfel în sens 
sintactic diferența cuvintelor trebuie considerată numai 
ca neechivalență grafică, prin urmare, operația de juxta- 
punere nu este comutativă. 

Considerînd cuvîntul ABC am observat că sînt cuvinte 
(subcuvinte) atît AB cît și BC. Rezultă că operația de 
juxtapunere este asoczartivă. 

Cum un cuvînt este o „mulțime ordonată” de litere, evident 
că noi putem să aplicăm în mod trivial metoda mulțimilor 
la studiul cuvintelor. Se observă astfel că în cazul asocia- 
tivităţii două subcuvinte formează o intersecție (ex. AB, 
BC, au ca intersecție subcuvîntul B). La fel putem spune 
că „un cuvînt este inclus în altul”, că „,o literă aparţine 
unui cuvînt” etc. 

O literă (un simbol elementar) poate să apară de mai multe 
ori într-un cuvînt (expresie), lucru asupra căruia am atras 
deja atenția în paragraful anterior. Fiecare aseinenea apa- 
riție a fost numită „intrare” (în cazul grafic „inscripție”). 
Uu cuvînt poate fi obținut din altul prin operația de „,sub- 
stituție”. La acest nivel putem înlocui orice literă sau 
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cuvînt (operaţia are aci un sens trivial). Ex. în ABC înlo- 
cuim litera A cu cuvîntul BD şi obținem cuvîntul BDBC 
(se înțelege că fiecare cuvînt trebuia să aparțină aci la 
acelaşi alfabet). 
În loc de „substituţie” care este un termen prea specializat 
putem vorbi de înlocuire”. Vom avea următoarele tipuri 
de înlocuiri : 
1) înlocuim o singură intrare (sau o parte din intrări) a 
unei litere cu un cuvînt. 
2) înlocuim toate intrările unei litere cu un cuvînt. 
3) înlocuim un subcuvînt (într-o intrare, o parte sau toate 
intrările sale) dintr-un cuvînt cu un alt cuvînt. 
În logică utilizăm toate trei tipurile de înlocuiri — prima 
poartă numele de „,redenumire”' (este utilizată în cazul 
expresiilor cuantificate), a doua este cazul „,substituției” 
propriu-zise, iar a treia este cazul „substituţiei de echi- 
valente” (în sens semantic). 
Dorind să facem legătura între semiotică şi limbajul algo- 
ritmilor noi am utilizat mai sus în paralel terminologia 
celor două limbaje: litere-cuvinte și respectiv: semne 
Ci in — expresii. 

n continuare vom folosi mai ales terminologia apropiată 
logicii. Din clasa expresiilor vom desprinde subclasa 
„expresiilor bine formate”. Expresiile bine formate vor 
fi la rîndul lor de două feluri: „termeni” şi „formule” (ex- 
presii propoziționale). 

Astfel în limbajul predicatelor „—> p” este expresie, dar 
nu una „bine formată”, dimpotrivă „p— V=F(x)” este 
o expresie bine formată. Pentru prescurtare, vom utiliza 
de acum în loc de „expresie bine formată” doar cuvîntul 
„expresie” (în acest fel termenul „,expresie” capătă în 
metalimbajul nostru o semnificație largă şi una strictă). 
O combinaţie de senine va fi numită exprese (în sens strict, 
restrîns) dacă există reguli bine definite care arată: 

a) ce anume considerăm ca expresii iniţiale, 

b) cum formăm expresii compuse din semne sau expresii 
date, astfel că respectiva combinaţie este constituită în 
conformitate cu aceste reguli. 

Observăm că în limbajele logicii vocabularul şi limbajul 
(ca mulțime de expresii) se intersectează, însă nu orice 
element din vocabular este expresie. 

În LR simbolul p este şi expresie, dar simbolul — nu este 
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expresie. Regulile sintactice pentru formarea expresiilor 
vor fi numite şi „reguli de formare”. 

Fie R,, Ra ... R, regulile de formare. Putem nota pe scurt 
clasa regulilor cu R. 

Vom numi „expresie în limbajul L” clasa combinațiilor 
(o combinație se poate reduce şi la un singur simbol) închisă 
relativ la regulile R. Cu alte cuvinte o secvență (combinaţie) 
de simboluri va fi expresie dacă şi numai dacă ea este 
postulată sau formată în conformitate cu reguli din R. 
Deoarece o expresie va fi reprodusă de nenumărate ori în 
limbaj, noi vom înțelege (ca şi în cazul semnelor) prin 
expresie o clasă de combinaţii echivalente grafic. Riguros 
vorbind un limbaj L este o mulțime de astfel de clase 
de combinaţii echivalente grafic. 

Definiția noțiunii de expresie se face în mod inductiv 
(recursiv) astfel încît avem la dispoziție un mijloc construc- 
tiv de a răspunde la întrebarea: „este sau nu o expresie 
(bine formată) cutare combinație de simboluri”. Pe de 
altă parte, nu trebuie uitat că „definiția recursivă” şi 
respectiv „metodă constructivă” vizează „expresii în L” 
şi nu „expresii în genere”. 

Rezolvarea problemei de mai sus se face prin simplă inspec- 
ție sau prin reconstruire efectivă a expresiei în conformi- 
tate cu R. 

Regulile nu numai că definesc noțiunea de expresie şi sînt 
mijloc de decizie, dar ele contribuie la definirea sintactică 
a simbolurilor în sensul că precizează rolul lor în limbaj. 
În general, rolul unui simbol este definit de regulile de 
formare şi de clasa expresiilor selecționate după unele 
criterii mai tari decît regulile de formare. 

O ulterioară diviziune a expresiilor presupune introducerea 
de noi criterii. O primă diviziune (clasificare) va fi în 
„„termeni” şi „„propoziții”. În loc de „propoziţie” vom folosi 
adesea termenul sintactic „formulă”. 

Astfel: x este terinen, F(x) este formulă. Nu în orice limbaj 
se impune diferența între termen şi formulă. De ex. în 
limbajul funcţiilor de adevăr o astfel de diferență nu apare. 
În cazul în care o astfel de distincție nu este luată în con- 
siderație (sau nu se impune) noțiunile de „,expresie” şi 
„„formulă” se identifică. 

Definiția termenilor sau a formulelor se dă de asemenea 
prin inducție (recursiv). 
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Fie, de ex. limbajul aritmetic cu vocabularul a, b, c +, 
% = L) 


Definitia termenilor. 

1) Literele a, b, c vor fi termeni 

2) Dacă «, B sînt termeni atunci «+ B, x X B sînt ter- 
meni. 

Unii autori adaugă la regulile de formare a termenilor şi o 
regulă de superpoziție : 

3) Dacă a este termen atunci Superg dă termen (unde 
„Super” înseamnă superpoziție). 


Definiţia formulelor. 

Dacă o, B sînt termeni atunci « < b, « = 
Conform cu aceste definiții a + b, a x b, 
meni, a = b, b < c sînt formule. 

Fie apoi vocabularul logicii predicatelor 


(x, y, z, ... F,G, H, —, &, 1, A () Y, 3} 


ut formule. 
c sînt ter- 


-H 2, 


Definiha termenilor. 

1) Variabilele x, y, z, ... sînt termeni 

2) Variabilele F, G, H, ... sînt termeni 

3) Dacă y} este termen conform cu 2, atunci Ņ este termen 
4) Dacă v, x sînt termeni conform cu 2, atunci 4 & X este 
termen 

5) Dacă a este termen conf. cu 1 şi ọ este termen conform 
cu 2, atunci 1wọ(«) şi Aap(a) sînt termeni. 

Se înțelege că putem generaliza regulile de formare a ter- 
menilor. 

Fie 8 operator terminal. 

1) Literele a, b, c, ... vor fi termeni 

2) Dacă g, B sînt termeni atunci 5(a, 6) este termen (aci 
literele « sau B pot fi vide nu însă ambele deodată). 
Definiția formulei este bine cunoscută, așa încît renunțăm 
la a o mai da. 

Este util uneori să se distingă între termeni elementari 
şi termeni compuşi, respectiv formule elementare și formule 
compuse. Astfel, x, F sînt termeni elementari, dar 1xF(x), 
AxF(x) sînt termeni compuşi. 

Un termen compus nu se descompune neapărat în termeni, 
el se poate descompune în termeni și formule. Ex. AxF(x) 
conține ca parte formula F(x). 
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Spunem că un termen (resp. o formulă) este elementar 
dacă el nu niai constă din alți termeni (resp. din formule). 
Corespunzător cu clasificarea propozițiilor în „închise” şi 
„„deschise”' vom avea o clasificare a formulelor în „,formule 
propoziționale” (fără variabile libere) şi „formule variabile” 
(= cu variabile libere). Analog, termenii sînt constanți şi 
variabili. 

Fie T-termeni și F-formule, un limbaj formalizat L va fi: 
L = {T, F}. Aceasta este accepţia cea mai largă, vom 
vedea că introducerea noțiunii de axiomă (4) ne dă o 
definiție mai restrînsă 

L={4, T, F} 

În formarea termenilor şi formulelor noi nu am acordat 
nici un rol operațiilor de amplificare şi restrîngere, iar inițial 
nici înlocuirii (superpoziției). 

Aceste operații sînt înțelese de regulă ca operații de „trecere” 
de la o expresie la alta, dar, în definitiv nimic nu ne împie- 
dică să le considerăm şi ca operații de forinare (şi deci să 
introducem noi reguli de formare). Iată astfel de reguli 
în logică: 

Dacă A(x) este expresie atunci A(y) este expresie (înlo- 
cuire). Dacă A & B este expresie atunci A este expresie 
(restrîngere). 

Dacă A este expresie atunci Á V B este expresie (ampli- 
ficare). 


4. TIPURI DE EXPRESII 


a) Termenii. Am definit mai sus noţiunea de termen. O 
definiție sintactică riguroasă presupune relativizarea la 
limbaj a definiției („terinen în L”). Mulțimea T este închisă 
față de clasa regulilor de formare a termenilor. Sintactic 
noi putem clasifica termenii după complexitatea şi rolul 
lor formal (determinat de operațiile formale la care sînt 
supuși). 

Vorbim mai întîi de termeni simpli în sensul strict (a căror 
parte nu mai este termen) şi termeni compuşi (care conțin 
alți termeni ca parte). Utilizînd un anumit mod de expri- 
mare care îşi are originea în opera lui B. Russell vom 
spune respectiv „termeni atomari” şi „termeni moleculari”. 
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În limbajul nostru de referință x, y, z, ...sînt termeni 
simpli (atomari), în timp ce x + y, AxF(x) sînt termeni 
compuși (moleculari). Problema dacă trebuie să introducem 
sau nu constantele-operatori (+,1, 7 V, 3, etc.) printre 
termeni nu e uşor de rezolvat. În evul mediu se distinge 
între „termeni categorematici” şi „termeni sincategore- 
matici”. 

Deosebirea este totuşi radicală căci în timp ce termenii 
sînt expresii, intuitiv, cu greu am putea spune că +, X ș.a. 
sînt expresii. Totuşi metodele moderne admit o generali- 
zare chiar împotriva intuiției dacă se găseşte o convenție 
utilă în acest sens. 

Vom conveni că acele componente ale vocabularului care 
au rol formativ sau auxiliar nu sînt termeni sau în orice 
caz nu sînt termeni compleți și deci ne vom limita la clasa 
expresiilor definite ca termeni prin regulile de formare. 
Clasa simbolurilor operatoriale, auxiliare sau de legătură 
va fi tratată separat. Vom denumi această clasă ,sim- 
boluri formative” (Sp). 

Termenii simpli (atomari) vor fi constanți (ex. 1, 2, Julius 
Cesar, Napoleon I) sau variabili (x, y, z, ... F,G, H, ...). 
Deosebirea sintactică între termeni constanți şi variabili 
se poate face în raport cu anumite operații la care sînt 
supuşi, dar desigur ei pot fi de la început postulați ca atare. 
O trăsătură esențială între termenii constanți şi cei variabili 
constă în faptul că termenilor constanț: nu li se aplică 
niciodată cuantorii (VY, 3). Apoi termenii constanți deşi 
pot fi supuşi operației de înlocuire” nu pot fi supuși 
operației speciale de „,substituţie”. 

Fie să notăm operația de înlocuire cu Ig (A) (termenul « 
se înlocuieşte cu termenul f în expresia A) şi substituția 


cu Sbp (4) (expresie deja cunoscută). Orice substituție este 
o înlocuire, reciproca nu este adevărată. 

Exemple: (2 +y =4)= x +y = 4 Sbe +a (x + y=7)= 
= (2 + 3) + y =7. 

Termenii compuși sînt de asemenea constanți sau variabili. 
(Putem, după exemplul propozițiilor, să numim termenii 
variabili „deschiși”, iar termenii constanți „închiși”). 
Termenii compuşi pot avea ca parte alți termeni sau chiar 
propoziții. Ex. „x + y” are ca părți termenii „x” şi „y”, 
dar „AxF(x)” are ca parte propoziția (deschisă) „F(x)”. 
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Deoarece un termen compus poate rezulta printr-o succe- 
siune de operații de formare pornind de la simbolurile 
elementare (din vocabular) evident că noțiunea de „parte” 
trebuie precizată în raport cu ultima operație de formare. 
Fie * un simbol formativ și o, B, y termeni simpli (elemen- 
tari). 

Vom forma succesiv termenii compuşi : 

1) a * 

2) (ax B) xy 

3) la B) = y) * (ap) 

Dacă operația de formare * nu este asociativă în aşa fel 
ca să putem suprima toate parantezele, necesitatea de a 
distinge „partea” este și mai ao 

Astfel 3) va avea ca Părți „(æ * B) * y” şi „a*B? dar nu 
pe sa”, „B? sau „y”. 

Apoi 2) va avea ca părți „«* B” ṣi y”, iar 1) pe „ași „p? i 
Se înțelege că noi putem considera noțiunea de parte în 
sens strict (caz în care termenul nu își e propria sa parte) 
sau în sens larg (caz în care termenul își este propria sa 
parte). Preferăm noţiunea de parte în sens larg, nestrict. 
Considerăm expresia „,AxF(x)", observăm că ea are ca parte 
strictă pe „,F(x)”. Trebuie oare să considerăm ca parte 
combinaţia „Ax? Se poate desigur adopta o convenţie 
prin care prin partea unei expresii să se înțeleagă şi combi- 
naţiile operatoriale sau simpli operatori însă din punctul 
de vedere al sintaxei logice o asemenea convenție nu pare 
a prezenta interes. Ar însemna că expresia negației P” 
constă din două părți „p” şi „—”. In teoria algoritmilor 
o asemenea convenție poate prezenta interes (vezi mai 
sus noțiunea de cuvînt’). 

Între termenii compuşi un loc aparte îl ocupă termenii 
descriptivi („ıxF(x)”) şi abstracți (plurali) (,„,àaxF(x)”). 
Sintactic expresia ,„1xF(x)” poate satisface condiția de 
unicitate JyWYx[F(x)= (x = y)], în timp ce expresia 
„AxF(x)” în genere nu satisface o astfel de condiție. 
Pentru termenii compuşi se poate aplica operația de în- 
locuire a lor cu alți termeni, dar ei în întregime nu se supun 
substituției. 

Ex. putem înlocui „AxF(x)” cu „AXG(a)”, dar nu putem 
vorbi de substituirea lui „AxF(x)”. Pe de altă parte, dacă 
simbolurile F, G, H sînt constante atunci termenii descrip- 
ției şi abstracției sînt închişi (constanți). Astfel expresia 


» 
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„»% Autorul Luceafărului (x)? este un termen constant, 
la fel „Ax Par(x)”. 

Mulțimea termenilor mai poate fi clasificată după principii 
de ierarhie astfel că avem termeni de diferite nivele (a se 
vedea teoria tipurilor). Putem folosi indici pentru a marca 
diferența de nivel: 

ti, t b 

lis in tg 


AE E 

(unde exponentul este indicele de nivel). 

O mulțime T” este disjunctă față de o mulțime T” dacă 
m+n. 

Noţiunea de „,parte” a termenului poate fi corelată cu 
ideea de nivel. Nu se respectă aci regula tipurilor cu privire 
la aplicarea simbolurilor. Ex. „H(axF(x))’ este o propo- 
ziție, dar H şi F sînt de acelaşi tip. Pentru teoria tipurilor 
aceasta este evident o problemă. Redată numai în simboluri 
t indiciate, expresia respectivă va avea forma 

ti(ato t} (t°), or aci îi se aplică unei expresii care conține 
deja un simbol de același tip A 

Doi termeni sînt izomorfi dacă ei sînt formaţi astfel că 
satisfac condițiile generale de izomorfism în formarea lor. 
Într-un sens mai restrîns doi termeni sînt logic izomorfi 
dacă au aceeași structură logică. 

Expresiile „,AxF(x)” şi „AxG(x)” sînt izomorfe în sensul 
corespondenței în formarea lor, pe de altă parte toate 
expresiile (dintr-un limbaj L aplicat) care au forma AxF'(x) 
vor fi logic izomorfe între ele, la fel pentru cele de forma 
1xF(x), dacă F e înlocuit cu o expresie de acelaşi tip. 
Expresiile „1xF(x)” şi „„AxF(x)” luate ca atare fac parte 
din limbajul logicii, aplicate însă ele generează clase de 
expresii izomorfe logic (deci de echivalență). 

O ultimă problemă relativă la termeni este introducerea 
termenilor constanți (individuali, funcționali) în limbaj 
(Grzegorcyk). 

1) Un termen a este introdus corect ca termen constant 
într-o formulă «(x) dacă şi numai dacă: 

— propozițiile 

axa(x) şi V(x, v)((a(x) & a(v))— x = v) 

sînt teoreme în limbajul teoretic L, 
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— termenul a nu apare în cele două propoziţii şi în genere 
în L, 

— termenul a este introdus în L împreună cu axioma 
a(a) (ori altfel: Yx(x = a= a(x)). 

Fie L un limbaj aritmetic care nu conține zero (0), atunci: 
alx) = Vy (y = y + x) va introduce termenul zero. 


2) Un simbol F astfel că F(x, ... %,) este introdus corect 
într-un limbaj L dacă şi numai dacă: 

— propozițiile : 

Va o. Xa) Ialt --- Lr 2) 

V(x oe Ln) Ilz v) A fra ace La 2) X Alki- Ly be 
=Z = V 


sînt teoreme în L, 

— termenul F nu apare anterior în L, 

— termenul F şi definiția 

Wto -e Ens YY = F (Xr -o Aa) E AlE -s Xr 9) 

sînt adăugate la L, 

(Ultima condiție e formulată de Grzegorcyk şi astfel: 
pd (e APR DE Ea alXr -e Xn F(X -e NAN, 

3) Un simbol F este introdus în mod condițional în L 
dacă şi numai dacă: 

V(X e. a (Be e £a) — Izalky o Ln 2)) 

V(X -.. La) V(z, V) (B£ <.. Lu) Gaara, Lu 2) & 

&a (Xi... Xp) z =v 
sînt teoreme în L. 

— F nu apare anterior în L, 

— F şi definiția condițională 

V(z + Las YBL ee 2 — (y = F(x... Xp) = 

= alap o m) 

sînt adăugate la L. 

(Ultima condiție e formulată şi astfel: 

Vtu eee Aa) Pl dei --- La) > allro... Lm DO dea ae ae aa) 


b) Propoziţii. Ne-am ocupat mai sus de studiul sintactic 
al termenilor, între altele de clasificarea lor sintactică. 
Pentru limbajul formalizat (în speță pentru limbajele logice 
şi matematice constituite cu variabile și simboluri speciale) 
vom vorbi în loc de propoziții despre formule. 

Definiția formulelor este cunoscută (am exemplificat-o 
deja). Fără îndoială că noi distingem între a vorbi despre 
„formulă în genere” caz în care utilizăm o condiție care 
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conține în formularea ei termeni neprecizaţi şi „formulă 
în L” caz în care se presupune că regulile sînt precis for- 
mulate. 

Criteriile de clasificare a formulelor pot fi diverse: a) după 
gradul de complexitate, b) după tipul termenilor, c) după 
tipul operatorilor ş.a. 

Distingem mai întîi formule elementare și formule compuse, 
în alți termeni „atomare” și „„moleculare”, ex. „F(x)” 
şi resp. „F(x)&G(y)”. O formulă este elementară dacă 
nu mai conține ca parte a sa o altă formulă (noțiunea de 
„„parte” este luată aci în sens strict) dimpotrivă, ea este 
compusă. 

Dacă o formulă nu conține termeni variabili atunci este 
mai potrivit s-o numim pur şi simplu propozitie (sau 
„formulă constantă” sau „formulă închisă” sau , propo- 
ziție închisă”). 

Variabilele dintr-o formulă pot să fie libere (neafectate de 
operatori ca V, J sau chiar 1, A) sau dimpotrivă fixe (legate 
de operatori), ca urmare vom avea formule deschise („„pro- 
poziții deschise” în limbaje intuitive) cînd cel puțin 
o variabilă este liberă, sau formule închise (,,propoziţii 
închise”) cînd nici o variabilă nu este liberă. O formulă 
este total deschisă (toate variabilele sînt libere) sau parțial 
deschisă. 

O formulă poate să conțină o singură variabilă (cu una 
sau mai multe intrări) şi vom conveni s-o numim „monoton 
variabilă” sau chiar ,„,„monovariabilă”, sau poate să conțină 
variabile diferite, caz în care o vom numi „n — variabilă”, 
(A nu se confunda cu predicatele n-adice). În raport cu 
operatorii putem clasifica formulele după tipul de opera- 
tori (propoziționali, predicativi, extensionali, modali ş.a.). 
Vom avea formule ale logicii propozițiilor, formule ale 
logicii predicatelor, formule ale logicii claselor, formule ale 
logicii relațiilor, formule ale logicii modale ș.a. Aceste 
clase de forinule nu sînt neapărat disjuncte. Această clasi- 
ficare se mai spune că este după „forma logică a propo- 
zițiilor” (formă care este determinată de tipul de operatori 
aplicaţi în formarea propoziţiilor). 

Se poate ca unele formule să fie formate cu un singur 
operator — ele sînt monooperatoriale (ex. „(2£—>9)—r') 
sau cu mai mulți — ele sînt plurioperatoriale (ex. 


„(p&g vr”). 


Teoria sistemelor logice 234 


Clasificări diferite se pot face în legătură cu cuantorii 
(cuantificate, necuantificate ; uniform cuantificate — cu un 
singur cuantor sau diferit cuantificate ; cu prefix sau fără). 
În fine o formulă poate conține numai simboluri logice 
sau şi simboluri nelogice (descriptive) — YVxF(x) este o 
formulă pur logică, dar VzYy (y > x) este o formulă cu 
un simbol descriptiv (>). 

Se pot deosebi forme speciale numite „canonice” (sau 
„normale''), forme „„minime” ş.a. 

Putem da definiții riguroase termenilor de mai sus, însă 
în cele mai multe cazuri ele sînt cunoscute deja din logică. 
Vom defini totuşi unii termeni în mod sistematic. 

O formulă aparține strict de un limbaj L dacă şi numai 
dacă ea conţine simboluri specifice limbajului L. 
Astfel: (p&q)—>r aparține strict limbajului propozi- 
țiilor, nestrict limbajului predicatelor ; „YxF(x)” aparține 
strict limbajului predicatelor, la fel „,Vz(F(x)— G(x)”. 
Avînd în vedere distincția dintre „limbajul logic” şi „,lim- 
baje aplicate” (în raport cu logica), vom distinge între 
„expresii pur logice” şi „expresii logice aplicate”. 

O expresie pur logică este o schemă de expresii în raport 
cu limbajele logice aplicate. 

O schemă care aparține strict lui L va fi numită „de tip L”, 
la fel o expresie care se obţine prin substituție în respectiva 
schemă. Astfel „YxF(x)” este o schemăa limbajului predi- 
catelor, deci „de tip predicativ”, la fel expresia „Yx Om (%)” 
care rezultă prin substituție estede tip predicativ, dar 
nu schemă. 

O formulă are prefix dacă şi numai dacă ea conține 
cuantori și orice alt simbol nu precede cuantorii (Yx, 3y). 
Cînd vorbim de intrarea cuantorilor în formulă este necesar 
uneori să avem în vedere complexul Qu (unde Q = cuantor, 
& = variabila cuantificată). 

O formă este canonică (normală) pentru o clasă K de for- 
mule dacă şi numai dacă a) există o definiție a structurii 
ei, b) orice formulă din K poate fi adusă prin transformări 
la o formulă de structură indicată. 

O formulă A este minimă în raport cu o formulă B dacă 
şi numai dacă a) A se obține prin reguli de transformare 
din B şi b) A este formula cu cel mai mic număr de sim- 
boluri în care B poate fi transformată. (Definiţia poate fi 
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dată relativ la lungimea formulei. Se poate utiliza opera- 
torul de minimizare y). 

Clasificarea sintactică a formulelor este importantă nu nu- 
mai pentru problema deciziei (sau alte probleme), ci şi pentru 
dezvoltarea conceptelor semanticii (după cum se va vedea). 


5. NOȚIUNEA DE REGULĂ SINTACTICĂ 


Noţiunea de „„regulă” a fost pînă acum invocată însă nu 
i-am acordat o atenţie specială. 

O regulă este o propoziție metateoretică în care se pre- 
scrie modul de efectuare a unei operaţii (sau pur și simplu 
o operație). Așadar noțiunea de regulă este legată de aceea 
de operaţie. În cele de mai sus am avut de-a face cu „0pe- 
rația de formare a expresiilor”, această operație este de- 
finită de ansamblul regulilor de formare. Simbolurile la 
rîndul lor sînt determinate sintactic prin „,rolurile” pe care 
le joacă, adică prin ansamblul operaţiilor în care ele sînt 
antrenate prin aplicarea regulilor sintactice. 

Putem să definim limbajul L întrucâtva diferit de definiția 
dată mai sus, anume ca o algebră: L = {S, O} unde S 
reprezintă mulțimea simbolurilor din vocabular iar O 
ansamblul operațiilor cu aceste simboluri. 

Clasificarea regulilor urmează clasificarea operaţiilor. Astfel 
în limbajul nostru de referință avem „reguli de formare”, 
„reguli de transforinare” (de la o expresie se trece la alta 
echivalentă cu ea), „reguli de selecție” (în speță regulile 
de deducție) prin care detaşăm o submulțime de expresii 
cu anumite proprietăți sintactice. 

Mulțimile de reguli nu sînt neapărat disjuncte între ele. 
Din anumite puncte de vedere este necesar să luăm seama 
la următoarea succesiune de noțiuni: 

Reguli — Operaţii— Secvenţe de simboluri (sau secvențe 
de asemenea secvențe). 

Regula prescrie (sau chiar, putem spune, descrie) operaţia, 
executarea operaţiei (aplicarea ei) duce la un rezultat care 
este în cazul nostru o secvenţă de tipul amintit. 

Adesea în locul operației noi descriem „clasa de rezultate”. 
Înțelegem prin „deducție? nu mișcarea (mentală) de la 
preinise la concluzii ci o anumită secvență a cărei structură 
este prevăzută prin regulile de operare. 
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În sens matematic operația este o aplicație de forma 
A" A (unde A” este un produs cartezian), ceea ce înseamnă 
un ansamblu de reguli de corespondenţă (univocă). 

Cu alte cuvinte matematic nu contează ideea de ,mişcare” 
pe care o presupune operaţia în sensul obișnuit, se pre- 
supune că o operaţie este matematic pe deplin definită 
de „clasa rezultatelor sale” raportată la o clasă de date. 
Schema de definiţie este următoarea : din datele A,, 43, .. 


. A, se obţine rezultatul B dacă există regulile R, ... Rn 
astfel că efectuînd operațiile 0,, 02, ...0,„ se produce 
rezultatul B. 

Altfel: secvența AÁ, ... A, reprezintă un proces (un 
complex de operații) dacă A, este identic cu A, și se obţine 
din A,,... Aș conform cu regulile Rp... Ry 


Un astfel de proces poate fi, de exemplu, deducția. Vom 
folosi ca expresii echivalente: „Secvența S reprezintă 
obținerea unui rezultat 4, din datele A;a” „A se obține 
din I” sau „A este rezultat din I” (unde I este o mulțime 
de date), „o mulțime de entități E reprezintă un proces 
P dacă există anumite date D şi un rezultat C care se 
obține din D prin efectuarea operațiilor O prescrise de 
regulile R”. Printre regulile logice regula substituției 
ocupă un loc separat. Formularea regulei substituției de- 
pinde de tipul de variabile din limbaj şi se înțelege de 
structura generală a limbajului. Astfel, dacă în logica 
funcțiilor de adevăr ea este foarte simplă, în logica predi- 
catelor este, dimpotrivă, foarte complicată. Justificarea 
acestei reguli ca de fapt şi a tuturor regulilor formale vom 
vedea că este de natură semantică. 

Formal ea are două aspecte: 

a) arată care este clasa de expresii substituibile unei vatia- 
bile libere, 

b) arată cum trebuie făcută înlocuirea (ex. în toate intră- 
rile ş.a.). 

Există încă două reguli de înlocuire înrudite cu regula 
substituției : 

— regula redenumirii variabilelor cuantificate, 

— regula înlocuirii de expresii echivalente (se presupune că 
termenul echivalență a fost definit în prealabil pur formal). 
Putem să diversificăm notația astfel: 


Ip (4) (operaţia de înlocuire în genere). 
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Sbg (A) (substituție de v), 

Ral” (4) (redenumire a variabilei legate [v] cu variabila f) 
E$ (A) (înlocuirea unei expresii e, cu o expresie echiva- 
lentă ej). 

În fiecare caz în parte noi am reprezentat operația, dar 


expresiile noastre redau în acelaşi timp un rezultat Q 
astfel că' putem scrie 


I5(4)=0 


6. RELAȚII SINTACTICE ÎNTRE EXPRESII 


a) Relația de la parte la întreg. Această relaţie a fost deja 
utilizată mai sus. Noţiunea de „,parte” a fost înţeleasă 
într-un sens strict (pe această bază am definit conceptele 
de elementar) sau în sens larg (nestrict). 

Vom numi parte a unei expresii în L 

— expresia vidă, 

— orice expresie conținută în expresia dată dar de o 
lungime mai mică, şi care o precede imediat în ordinea 
formării 

— însăşi expresia. 

Aceasta este definiția părții în sens larg. 

n sens strict parte va fi orice expresie conținută în expre- 
sia dată; dar de o lungime mai mică decît expresia. 
Relaţia de la „parte la întreg” poate fi studiată pur formal : 
ea este reflexivă, nesimetrică şi netranzitivă. Prima pro- 
prietate şi a doua decurg imediat din definiție, a treia este 
demonstrată prin exemple „pro” şi „contra”. Fie două 
formule : 

A&B, A&B&C 

A este partea lui A & B, A& B este partea lui A& B&C, 
dar şi A este parte a lui A& B & C. Dimpotrivă formulele 
(2— q) şi (P— q)— v nu se supun tranzitivității de exemplu, 
relativ la „$” : p este parte a lui 2— q, P—q este parte a 
lui (p— q)— 7, dar p nu este parte a acesteia. În sens algo- 
ritmic noțiunea de „,parte” poate fi definită atît de slab 
încît relația respectivă să fie tranzitivă. 

În legătură cu noțiunea de „parte” a expresiei vom intro- 
duce termenul de „context”: 
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(1) O expresie A este context pentru un simbol s — pe 


scurt A[s] — dacă şi numai dacă s este conținut în A, 
(2) O expresie A este context pentru o expresie B dacă 
și numai dacă B este conținută în A — pe scurt A [B] — 


și B este de o lungime mai mică decît A. 

Invers, se spune despre s (resp. B) că „intră în contextul 
A” dacă şi numai dacă A este context pentru s (resp. 
pentru B). Un simbol sau o expresie pot avea mai multe 
„intrări” într-un context. 

Ex: [(F(x)— G(x)]— Vx[F(x)— G(x)] este un context pen- 
tru x, F, F(x) etc. F(x) are două intrări în context iar x 
are! cinci intrări. 

Contextele pot să fie de mai multe feluri: a) terminale, 
b) propoziționale, c) inferențiale. 

Dacă a intră într-un context C, şi C, intră într-un context 
C atunci œ intră în contextul C, (Tranzitivitate). 
Contextul poate să fie definit sau ambiguu. Aceste două 
noţiuni ţin mai degrabă de semantică decît de sintaxă 
şi deci le vom preciza în capitolul respectiv. 


b) Relaţii de echivalență. Am studiat deja ideea de „,echi- 
valență grafică”, însă noțiunea de echivalență cuprinde 
mult mai multe cazuri, chiar cîrid e vorba de limbaje. 

Un alt exemplu de echivalență (în dimensiunile sintactice) 
este izomorfismul. 

Se observă, de exemplu, că formulele: 

b&q=q& p 

Pv9=9v2 | 

sînt foarte asemănătoare, efectiv între ele nu există dife- 
rența de structură, ci doar între simbolurile utilizate. 
Vom spune că două expresii sînt sintactic izomorfe dacă 
şi numai dacă: 

a) ele sînt de aceeaşi lungime, 

b) fiecărui simbol dintr-o formulă îi corespunde un şi 
numai un simbol de același tip din cealaltă formulă şi 
reciproc. 

Condiţia b) poate fi dezvoltată astfel: fiecărui termen din 
prima îi corespunde un şi numai un termen din a doua 
(şi reciproc), fiecărei operaţii din prima îi corespunde o şi 
numai o operație din a doua şi reciproc. 

Dacă avem o mulțime de termeni T = ft, ... ta} ŞI O 
inulţime de operații O = (0, ... 0, atunci fiind date două 
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formule (1) şi (2) ele sînt izomorfe dacă există o aplicaţie 
univocă (o funcție) / astfel că: 

h(ti;) = taj 

(hai) = hj 

(tu 0tu) == h(t3)0'h(tu) 

h(tam0'tan) = A (tam) Oh(tam ) 


Formulele : 
p&g=p va 
Pvă=p&g 


par să nu fie izomorfe deoarece negației nu-i corespunde 
o operaţie de acelaşi tip. Şi totuşi, ei îi putem pune în cores- 
pondență afirmaţia pe care convenim s-o notăm (numai 
pentru uz momentan) cu + astfel că vom avea: 
+żŻ&+4=+ż2v+4 

PNTE PET. i A atace 
Noţiunea de izomorfism sintactic poate fi definită precis 
dacă o relativizăm la fiecare limbaj în parte. 

O altă relație de echivalență este definită pe baza regulilor 
de transformare; ea va fi simbolizată: 

As B 

Comparînd relațiile de echivalență se constată că orice 
echivalență grafică este izomorfism, reciproca nu este 
adevărată. 

Echivalența grafică este un endomorfism (= un homo- 
morfism în sine) mai precis este un automorfism (= este 
şi izomorfism). 

Transformarea nu coincide cu izomorfismul definit mai 
sus, ea este Însă o relație de echivalență de la o clasă de 
echivalente grafic la altă clasă de echivalente grafic (posibil 
şi identică cu prima). În acest sens echivalența grafică 
poate fi privită ca un caz special de transformare. 
Problema echivalenţei poate să fie extinsă și la expresii 
aflate în limbaje diferite (LL, La ... La). 

O expresie din L; poate fi echivalentă cu o expresie din L;, 
de ex. în sensul relației de traductibilitate pe care o putem 
defini printr-un ansamblu de „reguli de traducere” tra- 
tate pur formal. 

Vom conveni că fiecare expresie de forma q(«) din limbajul 
predicatelor va fi tradusă în limbajul claselor printr-o 
expresie de forma «e e (şi reciproc). 

Echivalența q(a) = «e e este în acest fel o echivalență 
în sensul traductibilității. 





Teoria sistemelor logice 240 


Prin idealizare vom admite că L, şi L; pot să fie şi identice. 
În acest fel, o expresie „se traduce pe sine”. 

ọla) = (o) 

(Semantic acest lucru echivalează cu a spune că ea este 
sinonimă cu sine). 

c) O relație simplă dar utilă în definiții este aceea de 
„X urmează imediat după y” (unde x, ysînt simboluri sau 
expresii). 

Ex. Orice variabilă care urmează iniediat după un cuantor 
este legată de acel cuantor. 

d) O altă relaţie este cea de definiție (= df). Ea se stabi- 
leşte între termeni: «= dff. Definiția sintactică este 
de regulă o prescurtare care se dă în raport cu o expresie 
deja introdusă. 

Pe baza acestei relații se determină alte noțiuni. 

Un termen L este independent de un termen B dacă L 
nu se poate defini prin B, dacă are loc şi reciproca atunci 
ei sînt reciproc independenți. 

Un termen este prim în L dacă și numai dacă el nu este 
introdus prin definiție în L şi face parte din L. 

Fie două mulțimi de termeni T, T, astfel că 7,7 T, 
şi TC T, 

Mulțimea T, este o mulțime minimă de termeni primi dacă 
şi numai dacă orice termen 4 e T, şi te T, este „reduc- 
tibil prin definiție” la cel puțin un termen t= T, (= este 
definibil prin cel puțin un że T}) şi nu există o mulțime 
Ta T, Şi ImC T, astfel ca să satisfacă condiția de reduc- 
tibilitate enunțată. Vom mai spune că mulțimea T, este 
completă relativ la mulțimea T,. 


Un termen « este necontradictoriu dacă el nu are o defi- 
niție care să implice o contradicție. Doi termeni « și p nu 
se contrazic (sînt compatibili) dacă şi numai dacă definițiile 
lor nu se contrazic. 

Un termen / este definibil în T dacă şi numai dacă există 
o definiție care să ne permită introducerea lui ż în T fără 
a ne contrazice cu T. 


e) Relația de inferență. Este cea mai importantă relație 
pentru logică şi studierea proprietăților ei şi a formelor ei 
particulare constituie principalul obiectiv al logicii. O vom 
mai numi şi „relația de consecință” sau de „derivare logică”. 
Ea nu trebuie confundată cu cazul ei special — deducția. 
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Vom nota relația de inferență cu + şi vom scria A} B 
(„din A rezultă logic B”, sau „B se inferă logic din 4” 
sau „B este consecință logică din A” ş.a.). 

Termenul „inferență” este ambiguu — el poate desemna 
operația de derivare logică sau o relație corespunzătoare 
între propozitii. Putem adopta un unghi de vedere sau 
şi pe celălalt. 

Spunem că o formulă B este o consecință din A (unde A 
poate să fie o singură propoziție sau mai multe) dacă şi 
numai dacă există o regulă R care arată că din A de forma 
dată se poate obține B de forma dată. A poate fi o propo- 
ziție sau un ansamblu de propoziţii. În raport cu B dacă 
are loc 4} B, A va forma mulțimea premiselor, iar B 
concluzia. Putem porni de la un alt punct de vedere: 


Av Ay... A, este o secvență inferențială dacă A, este 
concluzia şi ea decurge logic din A,, A» ... A,- (premi- 
sele). 


Regula de inferență este o propoziție care arată, pe de o 
parte, ce formă au premisele, iar pe de altă parte, ce formă 
are concluzia care decurge logic din premise. 

Relaţia | este reflexivă, antisimetrică și tranzitivă, cu 
alte cuvinte au loc 

(1) ALFA 

(2) dacă A} B numai uneori B} A (ex. conversiunile 
simple sînt simetrice, cele prin accident nu) 

(3) dacă A B şi BL-C atunci A} C. 

Tranzitivitatea totuși nu are loc decît dacă inferența este 
luată în sens slab ca „,inferență directă sau indirectă” (nu 
are importanță care dintre ele are loc). 

Pentru un studiu sintactic mai în detaliu este necesar să 
opsrăm o sumară clasificare a inferențelor. 

1) Inferenţe inductive sau deductive. Logica formală se 
interesează în principal de inferențele deductive şi numai 
în măsura în care inducția este completă o poate interesa. 
(Inducția incompletă, amplificatoare interesează partea 
euristică a logicii.) 

Inducţia completă joacă un anumit rol în sistemele teore- 
tice formalizate. De foarte multe ori concluzia este trasă 
prin trecerea în revistă a tuturor cazurilor (ceea ce poate 
avea loc dacă numărul acestora nu este prea mare). Astfel, 
recunoașterea faptului dică o formă normală reprezintă 
o lege logică sau nu se face printr-o inspectare a fiecărui 
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membru al formei normale. Pentru metateorie inducția 
completă este un instrument prețios, avînd în vedere că 
adesea cercetăm clase finite de expresii. 

Dacă logica își îndreaptă însă atenția în primul rînd spre 
deducție aceasta se datoreşte faptului că teoretic rolul 
ei este mult mai mare (ca dealtfel şi varietatea formelor ei). 
2) Inferenţele pot să fie dintr-o premisă sau din p-premise 
(n > 1) (iar în caz idealizat se poate vorbi şi de inferențe 
din mulțime vidă de premise). 

Conversiunile corespund cazului n = 1l, iar silogismele 
categorice (simple sau compuse) — cazului 7 > 1. 

3) Inferenţele sînt directe sau indirecte. Le vom mai numi 
„imediate”' şi respectiv mediate. (A nu se confunda cu 
„inferențele mediate” și „imediate” din manualele tradi- 
ționale şi care sînt cuprinse în cazul 2). Spunem că B 
decurge imediat (direct) din A dacă A |B şi nu există 
C astfel ca ALF-C şi CHB. 

În caz contrar va fi mediată (indirectă). Regula modus 
ponens ca şi regula substituției dau consecințe imediate 
(directe). 

Dacă A şi AL B atunci B. 

Dacă A(x) atunci Sba4 (x) 

Aşa-numita contrapoziție este în schimb rezultatul unui 
lanţ de conchideri : 

TS — PL TP-—5 

Există două concluzii intermediare : 

TS + P, TP +S, 

astfel că avem o secvență (lanț) deductiv : 
TS—P}TS+P, TS+PH}TP+S, TP4+SH TP—S. 

În virtutea tranzitivității relației | ne permitem să scriem : 
TS— P HTP — S. 

În legătură cu inferențele indirecte introducem următorii 
termeni: „premisă primă”, „concluzie ultimă”, „„premisă 
(concluzie) intermediară”. 


Lang de inferențe imediate. O secvență de propoziţii 
Aa, Ag, ... A, se va numi m de i si a imediate dacă : 
a) ea este deforma AH} 4» A aH AH. HAr ai H Ai; 
) A, este o mulțime de premise prime; 
c) A, este o concluzie ultimă ; 
) 4; (1 <2 < n) este propoziţie intermediară. 
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Arbore inferențial simplu. O secvență A, Az ..., 4, este 
un arbore inferențial simplu dacă: 

a) A, este o mulțime de premise; 

b) A, este o concluzie ultimă; 

c) A, este o mulțime de propoziţii care conține cel puţin 
o concluzie din A; (1 <ï < n). 

Din cele de mai sus decurge că A, cuprinde cel puțin o 
concluzie intermediară şi poate cuprinde premise prime. 
Schema unui asemenea arbore de inferențe este în parti- 
cular următoarea : 


TAH C Cu, PROC, e. Ca, Ze Ca , 
SACO BEC oa Cen HCl e Calle Ce 


n 


(Aci X, Y, Z, A B, H pot fi şi vide). Următoarea infe- 
rență este monoramificată (lanț de inferențe imediate). 
(P&q)-p. p—>(p vr), (P&9)—(pvr). Iată şi o infe- 
rență poliramificată (arbore) : 


(1) 2=5 (4) pa gp (3) pa— 20 
(2) pa (5) Paoap 5) 29> 4$ 
(3) g> 29 (6) pq— 25 


Putem da și diagrama (graficul) unei asemenea inferențe : 


(1) 4 
l 4 
(2) (5) 
l 
(3) 
N [a 
(6) 


Se înțelege că putem studia algebric diferite asemenea 
forme de inferențe complexe (dealtfel vom reveni asupra 
lor). Tarski a studiat în special conceptul de „consecință 
imediată” (prin detaşare). 

O formulă A este o consecință prin detașare dintr-o mul- 
time X de formule (A e C,,(4)) dacă şi numai dacă există 
o secvență finită D de formule astfel că D este o demonstra- 
ție prin detaşare a formulei A din mulțimea X de formule 
(acceptate ca ipoteze). 

Proprietățile acestei relații sînt următoarele : 


(1) X C Crol) 
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) 
(3) Cuo(Cno(4)) C Cuo(Ă) 
(4) A e Col X)> IB, ... Bu Buia Bye X Bela 
{Br .- Bay) 


(5) A e Crol X) & (4 = B) e Cwl X) > Be Cpo(X) 

Se demonstrează teorema deducției relativ la această 
noțiune. 

Noțiunea de consecință se ia apoi în sens mai larg 

A eC, X) = Ae CuolX U 4AxL) 

(unde „AxL” sînt axiomele logice). 

4) O clasificare sintactică a inferențelor poate fi dată 
după forna propozițiilor. Fiecare teorie logică presupune 
la bază o formă principală (specifică) de propoziție (ex. 
propoziţii compuse cu operatori propoziționali, propoziții 
predicative, de inherență, modale ş.a.). 


7. MULȚIMI DE PROPOZIŢII ÎN L 


Fie un limbaj L = {T, P}. Este interesant să studiem în 
genere mulțimi de propoziții în L (adică submulțimi ale 
lui P). 

Alegerea mulțimii se poate face arbitrar sau după criterii 
speciale. Notînd cu M mulțimea aleasă vom avea MC P. 
De aci decurge că M ar putea fi și Ø sau P, vom exclude 
cazul cînd M = Ø (cel puțin deocamdată). Criteriile spe- 
ciale se pot referi la operații, proprietăți și relații. 

1) O mulțime M de propoziții va fi numită „închisă relativ 
la criteriul de alegere” dacă şi numai dacă orice element 
al mulțimii satisface criteriul de alegere. 

Ca exemple de mulțimi alese special vor fi „mulțimea for- 
mulelor (propozițiilor) din L” (adică însăşi P), „mulțimea 
formulelor propoziționale (propoziții închise)”, „mulțimea 
formulelor ne-propoziționale (propoziții deschise)”, ,,mul- 
țime de formule independente logic” ş.a. Dacă M, este o 
mulțime de propoziții deschise (formule nepropoziționale) 
există o mulțime M, astfel că Yp (pe M,) pre M, dacă 
şi numai dacă p* este o propoziție închisă formată din p 
(prin cuantificare sau eventual și prin substituție dacă 
sistemul cuprinde constante). 

2) Mulțimea M, va fi o transformare a lui M, (relativ la 
regulile de transformare indicate). 
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3) O mulțime M este consistentă (necontradictorie) . dacă 
şi numai dacă pentru orice fe M (unde este o pro- 
poziție atomară sau moleculară) are loc: 

P&psaM 

4) Dacă o mulțime M este consistentă în sensul indicat 
ea se va numi „descriere de stare” (Carnap). 

Se poate demonstra că în raport cu n propoziții atomare 
se pot forma 2” descrieri de stare. 

O serie de logicieni şi filozofi au început în ultima vreme 
să dea o întrebuințare destul de largă acestui termen. 
5) O mulțime M de propoziţii (formule) este sintactic 
completă în raport cu un limbaj L dacă şi numai dacă: 
a) M este închisă relativ la clasa regulilor de formare 
din L, 

b) vp(pe L= pe M). 

Cu alte cuvinte, M conține toate formulele (propozițiile) 
din L şi numai. In acest fel M este cea mai mare clasă de 
propoziții din Z. În acelaşi timp ea este şi cea mai mică 
clasă de propoziții care conține toate propozițiile din L. 
Această ultimă afirmație poate fi redată cu ajutorul opera- 
torului de minimizare yu: 

M = (uK) Ype Lope K) 

6) O mulțime M din L se va numi inferențială dacă toate 
propozițiile sînt legate între ele direct sau indirect şi 
orice p este sau o premisă primă sau o concluzie ultimă 
sau o propoziție intermediară în raport cu relația =. 
7) O mulțime M din L se va numi deductivă (ordonată, 
structurată deductiv) dacă relația | este relația de de- 
ducție. 

Avînd în vedere că prin | se înțelege „se deduce imediat 
sau mediat” relația respectivă va fi de ordine parțială. 
O mulţime inferențială (resp. deductivă) are cel puțin o 
premisă primă şi cel puțin o concluzie ultimă dacă este 
finită. 

Pentru orice p şi orice q (p, q= M) dacă p} q atunci 
există cel puțin o regulă de inferență (resp. deducție) care 
corespunde inferenței pH gq. O regulă prescrie o infinitate 
de inferențe, altfel spus o infinitate de relații de forma 
„q este consecință din 2”, altfel scris: g = C(p) 

8) Fie M o mulțime finită de propoziții. Vom spune că p 
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este o consecință din M dacă şi numai dacă există o sec- 
vență de propoziţii 

a) Pu Pa --- Pn 

astfel că 

b) p coincide cu fẹ 

c) pentru orice 7 (t < n) sau p;= M sau p; decurge din 
unele propoziții pi, ..., i—ı conform cu cel puțin una 
din regulile R, ... R, (de inferență imediată). Tarski a 
analizat, aşa cum am văzut deja, noțiunea de „clasă de 
consecințe a lui K”. 

9) O mulțime M de propoziții este logic independentă dacă 
fiecare propoziție a ei este logic independentă de celelalte 
propoziții din M. (Două propoziții sînt logic independente 
dacă nu are loc nici į} q, nici g} p și deci nici (p } q 
ar) E IRINEI 

10) Introducem apoi noțiunile de contradicție şi necontra- 
dicție a lui M relativ la relația |. 

O mulțime M de propoziţii este contradictorie relativ la 
relația de deducție (în genere de inferență) | dacă şi 
numai dacă : 

a) există o secvență de propoziţii (2,) „, = M 

astfel că din (p,) se poate infera atît q cît şi q (deci {b,} H} 


L (7&9) _ m 

b) qae M sau ge M şi ge M sau q = M. 

Condiția b) prevede cazul în care MC P, adică M poate 
fi o submulțime a lui P şi deci propozițiile care se contrazic 
pot să fie date efectiv în M sau să nu fie în M ci doar 
în P. 

Ìn caz că nu sînt îndeplinite condițiile de mai sus mulțimea 
este necontradictorie. 

11) O mulțime M de propoziții este paradoxală dacă şi 
numai dacă există o propoziție p astfel că 

714 mu A leg 

O mulțime M de propoziţii poate să fie finită sau infinită, 
ea este în orice caz numărabilă. Dacă este finită atunci 
în principiu ea este reductibilă la o propoziție moleculară 
conjunctivă. Pentru o mulțime infinită conjuncția ar fi 
infinită şi deci nereprezentabilă efectiv. Vom spune că o 
conjuncție care e formată din toți membrii unei mulțimi 
M reprezintă mulțimea M. Dacă M este finită ea poate 
(în principiu) să fie efectiv reprezentabilă conjunctiv. 


Sihtaxa logică 247 


12) O mulțime de propoziţii M este necontradictorie dacă 
şi numai dacă conjuncția care o reprezintă nu conține 
ca parte şi nu inferă o propoziție de forma „p & p”. 
Avînd în vedere că mulțimea propoziţiilor din L este 
numărabilă şi infinită puterea ei este œ. 

Dacă în L există constante corespunzătoare variabilelor 
astfel că orice funcție propozițională sau schemă de astfel 
de funcție poate fi transformată în propoziție atît prin 
cuantificare cît şi prin substituție, putem defini un concept 
mai puternic de necontradicție, anume œ — necontradicție 
(Gödel). 

13) O mulțime M este w — necontradictorie dacă şi numai 
dacă nu există o funcție propozițională q(n) astfel încît 
să se poată deduce din M atît negația lui Ynọ(n) cît şi 
orice propoziție obținută prin substituție din ọ(n) adică 
mulțimea (x1), P(x), ... unde x, 42... sînt constante 
şi ọ este de asemenea constantă. 

Acest concept a fost introdus de Gödel. El previne o formă 
mai tare de contradicție cum este cea sugerată de pseudo- 
paradoxul mincinosului în formularea „orice propoziție 
este falsă”. 

Fie p variabilă pentru propoziție, F predicatul fals şi F(p} 
funcția propozițională „p este fals”. Notînd cu pi, Pa --: Pn 
diferite propoziții concrete putem forma propozițiile : 
F(pi), Plh), ... F(pm) ... 

Pe de altă parte pornind de la F(p) putem forma propo- 
ziția YpF(5). 

Ca urmare în şirul de mai sus trebuie să existe o propo- 
ziție F(2,) = F(v2F(5)), adică o propoziţie echivalentă 
cu negația formulei YpF(p). Or negația lui V2F(4) contra- 
zice şirul amintit. La rîndul său conjuncţia care reprezintă 
respectivul şir este contradictorie şi în plus œw — contra- 
dictorie. Această legătură între conceptul lui Gödel și 
pseudo-paradoxul mincinosului a fost pusă în evidență 
de noi într-un studiu anterior. 

Conceptul de w — necontradicție este mai tare decît coun- 
ceptul de contradicție, însă mai slab decît conceptul de 
„paradoxal”. 

14) Fie (x,) mulțimea constantelor corespunzătoare unei 
funcții propoziționale ọ(x) şi M astfel că el conține orice 
propoziție ọ(x,), precum şi cuantificările lui qe(). 
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M este w — complet (Tarski, Henkin) relativ la (x,) 
dacă şi numai dacă V+p(x) este consecință din M atunci 
şi numai atunci cînd orice propoziție q(x,) este consecință 
din M. 

Se înțelege că condiția trebuie să fie satisfăcută de orice 
pe M. Gödel a demonstrat că aritmetica nu este w — com- 
pletă relativ la mulțimea de constante 

(0, 1,2, ...). 

Să studiem în continuare unele relații între mulțimi de 
propoziţii. 

15) Unei mulțimi ordonată inferențial îi corespunde un 
graf inferențial. 

Dacă două mulțimi au acelaşi graf inferențial atunci ele 
sînt inferențial izomorfe. 

Dacă în plus pentru orice secvență inferențială din prima 
mulțime există o secvență inferențială în a doua mulțime 
astfel că ele sînt desfășurate exact după aceleaşi reguli 
de inferență (şi reciproc) atunci cele două mulțimi sînt 
logic identice. 

16) Dacă avem două mulțimi de propoziții M, M, și 
dacă M, CM, (astfel că M, 4 M,) atunci vom putea vorbi 
de M, ca de extinderea lui M,, iar de M, ca de restrîn- 
gerea lui M,. 

17) Fie două mulțimi M, M,. 

Vom spune că mulțimea M, este reductibilă la M, dacă 
şi numai dacă 

a) M, este echivalentă cu M, prin regulile de transfor- 
mare sau 

b) M, este o clasă de consecință din M, (prin regulile 
de deducție) sau 

c) M, este o traducere a lui M, (prin regulile de traducere 
formulate pur sintactic). 

Altfel, mulțimea formulelor calculului propozițional este 
echivalentă prin transformare cu mulțimea formulelor nor- 
male conjunctive (prima reducîndu-se la a doua). 

O propoziție p* este o transformare a propoziției £ dacă 
există cel puțin o regulă de transformare care să ne permită 
trecerea de la p la p*. Dacă există o singură propoziție p* 
pentru un p dat atunci transformarea este univocă, dacă 
și pentru orice p* corespunde o singură propoziţie p, atunci 
transformarea este biunivocă. 
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Transformarea poate să fie reciprocă, dar nu biunivocă 
(în exemplul dat lucrurile stau în acest fel). 

Mulțimea teoremelor calculului propozițiilor este reducti- 
bilă la mulțimea axiomelor prin regulile de deducție. 
Calculul monadic al predicatelor este reciproc reductibil 
prin transformare la calculul monadic al claselor prin 
regula : 

q(x)= xeg. 

Mulțimea formulelor din calculul propoziţiilor date în 
limbajul Peano-Russell este traductibilă în mulţimea pro- 
pozițiilor calculului propoziţiilor în limbajul Lukasiewicz. 
Prin urmare, în cazul traducerii M, C L, şi M, C L, unde 
L, 7 L, (aceasta întrucît definim traducerea în sens strict). 
Dacă două mulțimi de propoziții nu sînt reductibile în 
nici unul din sensurilecnunțate ele sînt independente logic. 
18) Decizia în sens larg. Fie E o mulțime de expresii din 
L şi P o proprietate de expresie san de mulțime de expresii. 
Vom spune că avem o situație decizională dacă şi numai 
dacă trebuie să dăm răspuns la întrebarea A sau P(e) 
(unde e e E) ori la întrebarea P(E) sau P(E) 

Se presupune că avem de ales între P(x) şi Pa) (că deci 
nu putem da ambele răspunsuri în sensul „P(x) şi P(x)”). 
Vom considera primul caz: P(e) sau P(e). 

O mulțime E este decidabilă în raport cu o proprietate P 
dacă şi numai dacă există un procedeu astfel încît să puten 
da un răspuns efectiv la întrebarea „„P(e) sau Ple)”. Cu 
alte cuvinte, dacă pentru orice ee E putem stabili că 
„e are proprietatea P” sau că „e nu are proprietatea P” 
atunci mulțimea E este decidabilă în raport cu proprietatea P. 
Ca exemple de proprietăți P relativ la mulțimi de expresii 
avem: ,„,% este termen în L”, „x este formulă în L”, „x 
este teoremă în L”, „x este formă normală în L”, „x este 
echivalent cu y”, „x implică y”, ş.a., unde x, y sînt expresii 
din L. 

Pentru a decide dacă o combinație de simboluri este sau 
nu „termen în L” ne folosim de regulile de formare a ter- 
menilor, analog pentru „formulă”. 

Nu în raport cu orice proprietate o mulțime E este decida- 
bilă (presupunînd că proprietatea are sens relativ la respec- 
tiva mulțime). 
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Procedeul de decizie este un ansamblu finit de reguli care 
ne permite să rezolvăm după un număr finit de operaţii 


problema deciziei care constă în a alege între P(e) şi P(e). 
Ansamblul de reguli care constituie procedeul de decizie 
este deci un ansamblu de reguli de alegere (altfel spus „de 
selecție”) a elementelor dintr-o mulțime de expresii £ 
care satisfac proprietatea P (dată). Prin urmare prin 
decizie tormăm o submulțime E, a mulțimii E și respectiv 
complementara lui E, (adică £,). 

Decizia pur sintactică poate fi dată prin algoritmi sintac- 
tici sau prin metoda axiomatică. (Calculul natural este un 
procedeu care îmbină unele trăsături ale algoritmilor cu 
trăsături ale metodei axiomatice). Decizia prin formele 
normale este un exemplu de decizie prin algoritmi, la fel 
decizia prin regulile de formare. 

Cînd nu dispunem de un procedeu exact de decizie aplicăm 
a „încercării şi eșecului” (de care nu ne vom ocupa 
aci). 

Un interes special prezintă decizia prin metoda axiomatică. 
Calculul predicatelor, de exemplu, nu este decidabil în 
genere prin algoritmi, el este decidabil prin metoda axio- 
matică (cel puțin calculul de ordinul unu). 

Vom studia în continuare conceptele relative la sistemul 
axiomatic ca mulțime specială de propoziții. 

19) Sistemul axiomatic. Fie din nou M mulțimea propo- 
zițiilor închise din L şi A o submulțime strictă şi finită a 
mulțimii M, astfel că orice fe M este sau pe sau 
consecință logică din unele propoziții ale lui A. Dacă A 
satisface această condiție vom spune că A este o „mulțime 
de axiome”, iar A o „mulțime de teoreme”. Vom spune că 
orice pe <1 este o „axiomă în seus larg” a mulțimii M şi 
orice ge A este „teoremă în M relativ la A”. 

O definiție echivalentă cu aceasta este următoarea: orice 
propoziție p din M care este luată ca premisă primă este 
axziomă în M. Prin urmare, A este pur şi simplu o „mulțime 
de premise prime” (cu condiția finitudinii). 

Dacă o propoziţie ge A este consecință logică din A con- 
lorm cu regulile de deducție atunci se spune că „q este 
demonstrabil din A”, altfel spus „q este teoremă relativ 
la A”, în caz contrar q nu este demonstrabil (= este in- 
demonstrabil) adică nu este teoremă relativ la A. 
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Deosebirea sintactică dintre „,deducție” și „,demonstraţie”! 
constă doar în faptul că în demonstrație fixăm o mulțime 
de referință A în raport cu care verificăm dacă o propo- 
ziție se deduce sau nu. 

Cele spuse mai sus nu constituie totuși decît niște condiții 
generale pentru definirea „,axiomei” şi „teoremei. Defi- 
niția noțiunii de „axiomă” (și resp. „teoremă””) poate fi 
dată numai prin relativizarea la o mulțime de propoziții 
din L (dat), în acest caz definim conceptul de „axiomă 
în L”. 

Definiţia se dă prin simplă enumerare a propozițiilor prime. 
Iată forma definiției : 


a) Numim axiomă în L propoziția A, sau A, sau ... sau A,. 
Altă schemă de definiție este: 
b) A, este axiomă și A, este axiomă și ... şi A, este axiomă 


(în L). De exemplu, numim axiomă în calculul propoziţiilor 
forinula (p v p)—> p sau formula p—> (p vq) sau formula 
(va) (g V$) sau formula (P= g)> ((7 v p)— f v g)). 
Dacă la aceasta aplicăm schema conjunctivă obținerii forma 
a doua a definiţiei. 

Am presupus că A este mulțimea axiomelor A,,... Áp 
Este necesar să distingem între „forma conjunctivă” a 
definiției axiomei și reprezentarea conjunctivă a mul- 
țimii de axiome. Conjuncţia axiomelor nu este neapărat 
axiomă, ea poate deveni dacă se specifică astfel. Notăm 
că o astfel de alegere de axiome nu se face neapărat după 
criterii de esențialitate, mai degrabă ea se face după cri- 
terii de eficiență. 

În metateorie se specifică regulile de deducție (printre 
cele mai frecvente fiind regula modus ponens şi regula 
substituției). Fie R mulțimea acestor reguli. 

Vom introduce acum noțiunea de „demonstrație în L” 
(unde L conține axiomele A). 

c) Numim „demonstraţie în L [A] (unde L [A] = L coun- 
ține axiomele A) o succesiune de propoziții 

Pe Du +: Ba 

astfel că p;e A sau p; e C(A) şi 

Pi Po -- - Pu- k Pa(conform cu “cel puțin o regulă din XR). 
Aci expresia „C(A)” reprezintă clasa de consecință din 
A conform cu R. 

d) O propoziție p este teoremă în L[A] dacă şi numai 
dacă fe C(A). Altfel spus o propoziție p este teoremă în 
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L [A] dacă şi numai dacă pentru ż există o demonstrație 
în L[A]. 

Oricărei demonstraţii îi corespunde o „figură (schemă) de 
demonstrație”? reprezentabilă printr-un graf. Orice figură 
de demonstrație este prescrisă de cel puțin o regulă de 
demonstrație. 

Pentru sistemele logice (pure) se demonstrează o meta- 
teoremă importantă care poate duce la scurtarea unor 
demonstraţii, este vorba de teorema deducției : 

Dacă din [, A} B atunci [+ 4> B 

(unde I poate fi şi vid) 

Orice teoremă logică de forma A— B reprezintă o figură 
de demonstrație. O figură de demonstrație poate să fie 
o conjuncție de alte figuri ale demonstrației. Oricărei 
teoreme logice de forma A— B îi corespunde o regulă 
logică de deducție. 

e) O mulțime S = (A, C(A)! (unde A este finit) se numește 
sistem axiomatic. Altfel scris S = AUJC (4). Orice SC L 
[4]. Nu orice mulțime inferențială este axiomatizabilă 
în sensul definit (A se vedea teorema lui Gödel). 

Orice S este definit în ML[A] printr-un grup de postulate. 
Definiția lui S nu aparține lui L[A]. În continuare se dă 
o definiție mai tare axiomei şi o definiție mai slabă teoremei. 
f) Orice p e A este axiomă în sens tare dacă şi numai dacă 
p uu se deduce din celelalte axiome, cu alte cuvinte nu 
are loc: Á — {p} L- $. 

Altfel spus p este axiomă tare în A dacă şi numai dacă $ 
este logic independentă în A. 

g) Oriceg e L[A esteo teoremă în sens larg dacă și numai 
dacă p e A sau p eC(4). 

Această noțiune va fi utilă cînd vom confrunta metoda 
axiomatică cu alte procedee de decizie. 

Dacă axioma este luată în sens tare atunci are loc A AQ 
M C(A) = Ø, dacă teorema este luată în sens slab atunci 
T = S (unde 7 este mulțimea teoremelor), dimpotrivă în 
sens tare T = C(A4), TC S şi TQ A = Ø. Reluăm acum 
proprietățile mulțimii de formule în raport cu S. 

h) Un sistem S este consistent dacă şi numai dacă nu 
există p e L[A] astfel ca A |} p&p. Altfel spus nu există 
p e L[A] încît p&p e C(4). În altă variantă: S este 
consistent dacă şi numai dacă P # T (unde P este muiți- 
mea propozițiilor din L), altfel spus P Æ S. 
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i) Un sistem S este complet dacă pentru orice p (propoziție 
închisă din L) este adevărat că p e S sau J eS, sau, 
avînd în vedere înțelesul slab al teoremei, p e T sau 
2er. 
De aci decurg două posibilități 
a) Vp p e L[A] atunci p e (deci inclusiv p & %2), 
b) Yp($ e LlA]) f eS atunci $ æ S şi 

vP(5 e L[A]) Ș eS atunci p æ S. 
Cazul a) va însemna completitudine în sensul slab al cuvîn- 
tului, cazul b) va însemna completitudine în sensul strict 
al cuvîntului. Dacă L cuprinde funcții propoziționale atunci 
completitudinea se va defini relativ la o transformare a 
lui L în L’ care va consta numai din propoziții (închise). 
În funcție de sistem necontradicția și completitudinea 
pot primi definiții specifice (a se vedea definiția dată de 
Post pentru completitudine în calculul propoziţiilor). 
j) Sistemul de axiome A este independent dacă nici o 
axiomă nu se deduce din celelalte adică: vp(p e A > 
>p e C(4)). 
k) O mulțime de axiome A este ireductibilă în raport cu 
S dacă S este complet în raport cu A şi S devine incom- 
plet în raport cu orice A’ C A(4' 4 A). 
O definiție mai largă independentă de completitudine este 
aceasta: A este ireductibilă dacă C(A’) C C(A) şi C(4”) 
z C(A). 
1) O mulțime de axiome A este minimă în raport cu S 
dacă şi numai dacă nu există o mulțime de axiome astfel 
încît ea să cuprindă un număr mai mic deaxiome decît 
A şi sistemul să fie complet. 
m) Dacă S este consistent și complet atunci el este dect- 
dabil. 
Am văzut că uu sistem este decidabil (în altă definiție) 
dacă și numai dacă există un procedeu efectiv de a alege 
între p = T şi $ e T. Această definiție depinde de modul 
în care noi am descris pe T, adică de definiția noțiunii de 
„teoremă”. Deoarece nu totdeauna știm dacă sistemul este 
complet, noțiunea de teoremă astfel definită este nesigură. 
Metoda algoritmică a formelor normale porneşte de la o 
descriere structurală a unei formule care reprezintă trans- 
formata unei clase de alte formule. 
Orice p este tenremă dacă p are o transformată p* de struc- 
tura cutare şi cutare. Cînd o asemenea soluție nu e posibilă 
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problema completitudinii şi deci a decidabilității rămîne în 
genere deschisă cel puțin din punct de vedere sintactic. (Asu- 
pra acestor chestiuni vom reveni într-un paragraf ulterior). 
20) Sistemul sintactic. În vederea studierii anumitor pro- 
prietăți este util să studiem noțiunea de sistem sintactic. 
De această noțiune ne-am ocupat într-o anumită măsură 
în capitolul anterior. Un limbaj L va forma un sistem 
sintactic în sens logic dacă şi numai dacă: 
a) fiecare semn este bine definit printr-o indicare clară a 
inscripţiilor inițiale şi definirea claselor de echivalență 
grafică corespunzătoare ; 
b) fiecare expresie este bine definită printr-o indicare 
precisă a regulilor de formare; 
c) clasa teoremelor este bine definită printr-o indicare 
clară a regulilor de selecție (reguli de deducție din axiome 
date sau reguli algoritmice). 
Dacă un sistem sintactic este axiornatizat atunci el va fi 
sistem sintactic în sens tare. 
21) Relaţii între sisteme. Fie două sisteme sintactice S, 
şi S, Aceste sisteme pot să se afle în unul sau altul din 
următoarele raporturi 


S,NSsz98. 


S, este izomorf cu S, (în una sau alta dintre accepțiile 
date izomortismului). 

este o transformare a lui S, (sau invers) 

„este o traducere a lui S, 

„ este logic identic cu S, 

este izomorf cu S, (se arată precis în ce sens) 

este o reprezentare a lui S, 

Toate aceste relații se definesc în dependență de structura 
sistemelor ori se decide în funcție de sisteme dacă o relație 
sau alta are loc şi în ce sens. 

Ultima noțiune cea de „,reprezentare” se defineşte după cum 
urimează : 

Fie un sistem sintactic S; dacă noi construim un alt 
sistem S’ astfel că: 

a) oricărui element din S îi corespunde un și numai un 
element din S’; 

b) oricărei secvențe de elemente din S îi corespunde o 
şi numai o combinație de elemente din S’; 
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c) după forma combinației din S' noi putem recunoaşte 
forma secvenței din S; 

atunci vom spune că S'esteo reprezentarea lui S. Am stu- 
diat deja un exemplu de reprezentare, anume reprezentarea 
gâdeliană a sistemelor de tipul Principia Mathematica. 
Reprezentarea nu trebuie confundată cu interpretarea (con- 
cept semantic). 


8. SISTEMELE FORMALE ȘI PROBLEMA DECIZIEI 


1) Numim sistem formal orice sistem sintactic și orice 
reprezentare a acestuia. 

Principala problemă teoretică pe care o avem de rezolvat 
este problema deciziei relativă la teoremă. 

Termenul teoremă (în sens larg) a fost definit relativ la 
un sistem de axiome sau invers, relativ la un procedeu de 
decizie. Problema care se pune este dacă noi putem găsi: 
a) o astfel de definiție sintactică a termenului „teoremă'” 
încât el să corespundă cu termenul „propoziție adevărată” 
din sistemul semantic corespunzător ; 

b) o astfel de procedură care să ne arate pur formal dacă 
putem decide după formă (în sensul de structură a expresiei 
şi a relaţiilor ei formale cu alte expresii) dacă o expresie 
propozițională este sau nu teoremă în sensul reprezentării 
exacte a „propoziției adevărate”. Pentru calculul propo- 
zițiilor avem o procedură formală algoritmică (formele 
normale) care dau exact corespondentul sintactic al noţi- 
unii de „,tautologie” (= expresie identic adevărată). 

La rîndul său sistemul axiomatic fiind necontradictoriu 
şi complet este decidabil relativ la axiome şi reguli. 
Deci sistemul este decidabil atît în sens algoritmic (construc- 
tiv) cît și în sens axiomatic. 

Calculul predicatelor n-adice (de ordinul unu) aduce deja 
o surpriză, el este decidabil în sensul sistemului axiomatic, 
dar nu în sensul constructiv (algoritmic) — nu există un 
algoritm care să ne permită să recunoaştem după forma 
expresiei dacă ea (și orice transformare a ei) este „teo- 
remă” 

Pe de altă parte, în ambele cazuri, adică atît în logica 
propoziţiilor cât și în logica predicatelor conceptul formal de 
„teoremă” se bazează pe conceptul de ,„,propoziție adevă- 
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rat”. Sistemul este deci decidabil în sens formal dacă și 
numai dacă 

a) teoremă = propoziţie adevărată ; 

b) există o procedură formală efectivă de a spune despre orice 
propoziţie „este sau nu teoremă”. 

Un al treilea sistem, anume de tipul Principia Mathematica 
aduce complicaţii și mai grave, el este principial incomplet 
şi deci nu orice propoziție adevărată din L este reprezentată 
de o teoremă în S = (A, C(A)). Pe de altă parte, el este, 
evident, şi indecidabil, căci nu se poate decide (prin regu- 
lile de deducție) pentru orice expresie dacă este sau nu 
teoremă. 

Sistemul se comportă ca saturat în raport cu anumite pro- 
poziții atît în ce priveşte afirmația cât și în ce priveşte nega- 
ţia. 

Aceste rezultate surprinzătoare au fost puse în evidență. 
de: Gödel. Ele au spulberat speranțele absolute pe care 
Hilbert şi le pusese în metoda axiomaticii formale. 
Salvarea stă pînă la urmă în două soluții: putem încerca 
„despicarea ei în cazuri” pentru a o rezolva algoritmic 
(nu neapărat algoritmi sintactici) sau trebuie să extindem 
sistemul axiomatic. În ambele cazuri apelul la proceduri. 
semantice este indispensabil. În ce priveşte „despicarea 
în cazuri” (= reducerea problemei generale la probleme 
particulare) un exemplu clasic este oferit de logica predica- 
telor. Iată cîteva cazuri: 

a) clasa schemelor predicative fără cuantori ; 

b) clasa schemelor predicative monadice 

— cuantificate total 

— cuantificate parțial 

— cuantificate omogen 

— cuantificate eterogen; 

c) clasa schemelor predicative n-adice (n > 1) care din nou 
cuprinde cele patru cazuri de la b). 
Pe lîngă aceste cazuri, se pot construi altele speciale după 
structura formulelor (ex. „formele Skolem”). 

Cazul a) se soluţionează exact ca în calculul propozițiilor, 
cazul b) se soluţionează constructiv prin algoritmi semantici, 
cazul c) se soluţionează prin aplicarea metodei axiomatice 
(la întregul calcul al predicatelor). Conipletitudinea (în 
sens semantic) a predicatelor a fost demonstrată de K. Gö- 
del. 
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În cele ce urmează ne vom ocupa de teoremele lui Gödel 
de indecizie relativ la sistemele de tipul „Principia Mathe- 
matica”. 

2) Teoremele lui Gödel asupra indecidabilității. Pentru dezvol- 
tarea demonstrațiilor sale K. Gödel construieşte o variantă 
simplificată a sistemului de tipul „Principia Mathematica”. 
Trăsăturile generale ale acestor sisteme sînt următoarele : 
a) conțin aritmetica și logica necesară demonstrațiilor (este 
deci un sistem logico-aritmetic) ; 

b) sînt bazate pe teoria tipurilor; 

c) dispun de o reprezentare aritmetică (datorită căreia orice 
expresie a sistemului şi chiar o parte din conceptele meta- 
teoretice pot să ia o formă aritmetică) ; 

d) conțin funcțiile recursive. 

Gödel notează varianta sa cu P. Dat fiind interesul deo- 
sebit al operei lui Gödel vom reproduce-o după original 
pentru a oferi cititorului posibilitatea să judece direct 
rezultatele lui Gödel. 

În acest sistem numerele sînt luate ca obiecte formale 
individuale, iar succesor va fi singura operație cu numere 
nedefinite. 


A) Semnele de bază (Grundzeichen) 
1) Constante: 0, f ~, v, I, (,) 
2) Variabile : 

Xi Yo Zv 

G da 22 


x s Ya z nI 
(unde n = 1 2, ...k, reprezintă tipul variabilei) 


B) Ierarhia tipurilor. 
1) Semne de tipul unu: orice combinație de forma a, fa, 
ffa, ..., unde a este 0 (zero) sau o variabilă de primul tip. 
Astfel de semne se mai numesc „semne pentru numere” 
(= cifre). 
2) Semne de tipul n(n > 1.): variabile de tipul n. 


C) Formule. 

1) Formulă elementară. Este o combinaţie de forma a(b), 
unde b are tipul n, iar a tipul n + l. 

2) Clasă de toroli, Este cea mai mică clasă astfel că: 
a) conține toate formulele elementare ; 
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b) dacă a, b sînt formule în această clasă atunci ~(a), 
(a) v (b), xIl(a) sînt de asemenea formule în această clasă. 
3) Formulă propozițională. Este o formulă fără variabile 
libere. 

4) Semn de relație. O formulă cu n variabile individuale 
libere (şi nici un altfel de variabilă liberă) se va numi semn 
de relație. 

5) Semn de clasă. O formulă cu o singură variabilă liberă 
se va numi semn de clasă. 

Se definesc apoi în mod genetic operațiile de „substituție” 
şi „ridicare de tip” a două clase de formule. 

6) Subst a(2). Prin Substa(?) (unde a este o formulă, 
v o variabilă liberă în a, şi b un semn de același tip cu v) 
se înțelege o formulă care apare din a prin înlocuirea lui 
v cu b pretutindeni unde v apare liber în a. 

7) O formulă a este ridicarea de tip a unei alte formule b 
dacă şi numai dacă ea apare din b prin ridicarea cu acelaşi 
număr a tuturor variabilelor din b. 


D) Observaţii și exembhficări : 
1) Semnele din A,) sînt respectiv: zero, succesor, negaţie, 
disjuncție, cuantor universal şi paranteze. 


2) În A,) pentru variabilele de tipul n(n > 1) se presupune 
că ele se referă numai la funcții monadice, aceasta deoarece 
semnele pentru funcții n-adice sînt ,de prisos”, relațiile 
putînd fi reduse la clase de perechi ordonate, iar perechile 
ordonate la clase de clase. De ex. perechea ordonată <a, 
b> va fi redată prin ((a), (a, b)) unde expresia „((a), 
(a, b}? reprezintă clasa formată resp. din clasa cu un 
element a şi clasa cu elementele a şi b 

(Procedura se extinde şi la cazul cînd relația are elemente 
eterogene, ca în exemplul relaţiilor dintre individ și clasă: 
(a), (au 22) 

3) Exemple : 

0, fO, /f0, ..., xu fă ffău, ... sînt expresii de tipul unu; 
X2(%.), Xa(%2) sînt formule elementare, x,[lx,(x,) este o 
formulă propozițională, xə(%ı) v xa(y.) este un semn de 
relație, x(x) este un semn de clasă, ~x}(x,) este o negaţie, 


Substxa(xı) (5) (= xə(Yı)) este o formulă obţinută prin 


substituție, iar xa(%) apare din %2(x,) prin ridicarea de tip. 
4) Pentru prescurtări se folosesc semnele . (și) D (implică), 
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= (echivalent), (Ex) (cuantorul existențial) și =  (iden- 
tic). 


E) Axiome şi scheme de axiome. 


I. Aziomele aritmeticii. 

1) (fxı = O)(zero nu este succesor) 

2) fra = fy D xı = y, (fiecare număr are un singur 
succesor) 

3) xa(0) « x (xa(x1) D za(f2)) D 2 (xa(x1)) (inducția mate- 
matică). 

II. Axiome logice. Orice formulă care apare din schemele 
de mai jos prin înlocuirea variabilelor p, q, r cu formule 
va fi axiomă: 

D) ży pD? 3) yg 2 

2) popva 4) (629) D(rvfDrva) 
III. Axiome logice pentru substituție şi generalizare. 
Orice formulă care apare din schemele: 

1) vIl(a) D Substa(?) 

2) vII(b v a) Dob v vl (a) 

prin înlocuirea literelor a, v, b, c resp. cu o formulă oare- 
care, o variabilă oarecare, o formulă în care v nu apare 
liber, un semn de acelaşi tip cu v (prevăzut că c nu conține 
vreo' variabilă care în a ar fi legată în timp ce v este 
liberă, ştiindu-se că variabila şi semnificația ei aparțin 
aceluiași tip). | 
IV.. Axioma de comprehensiune. 

Orice formulă care apare din schema: 

(Eu) (vll((v) = a)) 

prin aceea că pentru v resp. se pune orice variabilă de 
tipul n resp. n + 1, iar pentru a se pune o formulă care nu 
conține pe u liber. De exemplu, (Ex) x I (x3(%) = a[x,]) 


V. Axioma bunei definiri. 

Formula xI (x(x) =y(%1)) D za = 

şi orice altă formulă care apare din ea i ridicarea de ‘tip 
va fi axiomă. 


F) Consecințe imediate. 

1) c este consecință imediată din a şi b dacă a are forma 
~(b) v (e) 

2) c este consecință imediată din a dacă c are forma vll(a) 


..260 


Teoria sistemelor logice 


Se observă că regula 1) nu este altceva decît modus ponens 
redat prin disjuncție şi negaţie. 
Regula 2) este o generalizare a lui x în raport cu variabila v. 


3) Vom numi „clasă de formule demonstrabile” cea mai 
mică clasă de formule care conține axiomele şi este închisă 
relativ la relația de consecință imediată. 


(Regula de substituție a fost deja prevăzută în sistemul de 
axiome şi deci devine de prisos aci). 


G) Metoda aritmetizării. Se introduce acum o metodă care 
ne va permite să dăm formă aritmetică fiecărei expresii 
din sistemul P şi chiar unor concepte din metateoria sis- 
temului. Datorită faptului că sistemul reprezintă o mulți- 
me de simboluri şi secvențe de asemenea simboluri pe deplin 
ordonată putem asocia fiecărui simbol, secvențe de simboluri 
Şi secvenţe de asemenea secvenţe numere naturale, în confor- 
mitate cu anumite reguli. Aceste reguli au fost deja date 
într-un capitol anterior, le reluăm în vederea exemplificării. 


(1) Fiecărui semn de bază constant (A.1) îi vom asocia un 
număr impar respectiv de la 1 la 13. (Ex. 0 —1, f— 3, 
v — 5, etc.). 

(2) Fiecărei variabile x, Yp Zw ... (luate în ordine alfa- 
betică) îi vom asocia un număr prim p > 13 luat la pute- 
rea corespunzătoare tipului variabilei : p"(Ex. x — 172). 

(3) Fiecărei secvențe de simboluri de bază care au ca numere 
godeliene respectiv nı Ma ..., n, Îi vom asocia produsul 
de factori primi exponențiați 2% . 3m .... - ip. 
Avînd dat un număr Ne(Gâdelian) noi putem găsi expresia 
prin descompunere în factori primi. Astfel 289 va fi 17 x 17, 
adică 17?, deci va reprezenta pe xa. 

(4) Următoarea regulă asigură non-viditatea reprezentării 
numerice gödeliene. Vom nota prin (a) numărul gödelian 
al expresiei a, iar prin R(a} aA» ..., A„) o clasă sau 
relație între semne de bază (ori serii de semne de. bază). 
O asemenea relație R va primi ca reprezentare o relație 
R(x Xa, ... x% ) între numere naturale (gödeliene) xy, Xz... 
... X, dacă şi numai dacă există astfel de semne de bază 
au az, ...a încît x; = D(a) (i= 1, 2, ..., n) şi are loc 
R(aı; aa ..., 44). Pentru fO avem «f precede O» şi repre- 
zentarea ®(f) > (0), adică 3> 1. 
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Asemenea clase de numere sau relații între numere care sînt 
asociate în modul indicat noțiunilor metamatematice de 
„variabilă”, „formulă”, „axiomă” ş.a. vor fi numite de 
asemenea cu aceste cuvinte scrise cursiv, Astfel, clasa de 
numere gâdeliene care va corespunde variabilei va fi clasa 
$” (formată conform cu G2) — adică totalitatea numerelor 
2" (Vom vedea mai departe cum decurge o asemenea repre- 
zentare a conceptelor metateoretice), 


În continuare se pune problema demonstrării unei propo- 
ziții de forma ‚Există o formulă propozițională a astfel 
că nici a nici negația lui a nu sînt formule demonstrabile”! 
[15; 179). Pentru demonstrarea acestei propoziții Gödel 
se servește în plus de metoda funcțiilor recursive. 


H) Metoda funcţiilor recursive. Dezvoltarea acestei metode 
îi aparține în parte lui Gödel însă expunerea acestuia este 
întrucâtva eliptică. (Gödel se limitează la clasa de „funcţii 
recursiv primitive”.) 

Noţiunea de recursie se defineşte prin aceea de calculabili- 
tate. O funcție este calculabilă dacă există un procedeu 
de calcul care ne permite efectiv să aflăm valoarea funcției 
în dependență de anumite valori date. Calculul se efectuea- 
ză „treptat”, de la simplu la complex. Expunerea mai pe 
larg a acestei metode e redată în cap. Metodele logicii. 


Un concept (predicat, clasă, relație) este recursiv dacă i se 
poate asocia o funcție definită recursiv. 

Gödel stabilește mai întîi patru teoreme care arată că din 
funcții recursive se obțin funcții recursive prin substituţii, 
operații logice, egalitate sau anumite raporturi speciale. 


Printre primele funcții recursive se enumeră x +y, x y, 
x, X<y, x = y. Relaţia de identitate (x = y) se defineşte 
ca în Principia Mathematica: x, = Ya E Xni M (Xni (4) D 
D Xa (Ya) 

K. Gödel defineşte apoi 45 de concepte recursive și un 
concept nerecursiv ,% este formulă demonstrabilă”. Se 
înțelege că pentru demonstrația noastră vom extrage pe 
cele mai interesante și le vom explica intuitiv deoarece 
în textul lui Gödel ele sînt expuse destul de ermetic 
pentru un cititor mai puțin versat în materie. Aceste predi- 
cate sînt siinbolizate prin prescurtări după cuvinte din 
limba germană (vom păstra şi respectivele simbolizări). 
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(1) nGlx (= al n-ălea membru al șirului de numere asociate 
numărului x). Definiţia este următoarea : 

1) nGl =ey [y < x &y|(nPrax) & x|(nPrx) t 

ceea ce se citește: există cel mai mic y, astfel că y < 

şi x este divizibil prin al n-ălea număr prim conținut în x 
şi luat la puterea y și x nu este divizibil prin al n-ălea 
număr prim conținut în x şi luat la puterea y + 1. 
Simbolul £ este operator de minimizare, în ex. ex(x + 3 = 
= 4), acesta este chiar 1, căci 1 este cel mai mic număr 
care adunat cu 3 dă 4. Exemplificăm această formulă 
pentru a-i da sens intuitiv. Fie x,(xı) seria de semne 
elementare, ea are ca număr x: 

21? , 3u . 517 . 713 

Fie n = 3 (deci al treilea membru al seriei), acesta este 5 
(adică factorul prim 5 luat la puterea 17). Acest număr 
satisface condițiile impuse : 
y = 17, 17 < 4, 4/5 şi x/517+1 (bara de pe ultima expresie 
este semnul negației). 

2) U(x) = ey[y < x&yPra > 0&(y + 1)Prx = 0] 

„există cel mai mic y < x şi al y-ălea număr prim din 
y este > 0 şi al y + l-lea număr prim din y este 
egal zero”. Considerăm același număr x de mai sus: L(x) 
este lungimea seriei de numere x, aceasta înseamnă că 
există y (adică aci 4) astfel că al y-lea număr prim (adică 
al 4-lea) conținut în x (ceea ce e 7) este mai mare ca 
zero și al y + 1 (adicăal 5-lea) este egal cu zero (adică 
... nu există), 

3) ssy = ezfz < [Pr(U{x) +y) 7+8 (n) [n < Hx) > nGlz = 
= nGlx] & (n) [0 <n < Uy) = (n + (x DG = nGly)} 
(Juxtapunere). 

Astfel trecerea de la x,(x,) la xII (x,(x1)) se face prin juxta- 
punere. 

4) R(x) = F(x > 0 )(R(x) 
numai din numărul x(x > 0). 
5) E(x) = R(11) * x * R(13) (punerea în paranteze). 

6) Neg (x) = R(5) * E(x) 

Ex. x(xı) se neagă prin juxtapunerea negației la expresia 
pusă în paranteză x(xı) respectiv prin juxtapunerea nu- 
mărului negației la numărul expresiei luată în paranteză. 
7) x Dis y= E(x) * R(7) * E(y) (disjuncția) 

8) xGen y = R(x) * R(9) * E(y) (generalizarea lui x din y) 





corespunde şirului care constă 
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9) Z(n) = nN[R(1)] (nN>” înseamnă iterarea de n ori 
a semnului succesor în fața lui x) 

Se înțelege că toate numerele x, y, z, ... vor fi gădeliene, 
formulele 1) — 9) date mai sus indicînd modul în care se 
constituie numărul unei seriide semne în dependență de 
alte numere; altfel spus, o definiție descrie „structura 
numerică gâdeliană” a unei secvențe de senine. Astfel, 
pentru a descrie numărul gidelian al unei formule elementare 
Xni ky) 

vom constata că există trei numere y, z, n astfel că ele 
sînt mai mici sau egale cu numărul formulei (prima condiție), 
apoi y este număr al semnului de tipul n, z este număr al 
semnului de tipul n + 1 și x este format din numărul z 
juxtapus lui y luat în paranteză. 


| 
z y 
z*(y) 


10) Termenul de „axiomă” se defineşte în raport cu termenii 
„axiomă a numerelor naturale” și „formulă obținută din 
schema de axiomă”. În acest fel termenul de „axiomă” 
are înțelesul strict de ,„axiomă în P”. Axiommă (în P) = 
sau axiomă I sau formulă obținută din II sau formulă 
obținută din III sau formulă obținută din IV sau axiomă V. 
(Se înțelege că se presupune definit termenul de „formulă'”). 
Faptul că orice relație recursivă este definibilă în P fără 
a se apela la conținut este exprimat exact prin: 

Propoziția V. Pentru orice relație recursivă R(x ...%,) 
există un semn de relaţie y (cu variabilele libere ui, ug... 


4, astfel că pentru orice (x.,..., +) are loc: 


tn 


Ma pede 

(a) Rl...) = Bew (Sb( Zu). "zip 
Mag mau U, 

(B) Ru...) > Bew [Neg Sb(rz:j.-""20,) 
Există, de exemplu, totdeauna un vcu variabilele libere 
17, 19, 23 etc. pentru care au loc cele două formule. 
„Propoziția V, notează Gădel, se întemeiază în mod firesc 
pe aceea că ea este decidabilă pentru orice n-tuplu de 
numere din axiomele sistemului P, dacă relația R există 
sau nu”. 
Demonstrația propoziției V se face prin „inducție după nivel”. 
Dacă are loc pentru nivelul 1 şi dacă din faptul că are loc 
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pentru nivelul n decurge că are loc pentru nivelul n + 1 
atunci are loc pentru orice nivel (,„tip”). 

Semnificaţia intuitivă a formulelor (a) şi (B) constă în 
următoarele (exemplificăm pentru («)). Dacă are loc o 
relație R între numere naturale x, xp, ..., %, atunci este 
demonstrabilă formula obţinută din 7 prin înlocuirea varia- 
bilelor libere 4, 42, ...4, cu semnele cifrice pentru nume- 
rele xp Xa, ---. Xy 

Cum „,predicatele 'metateoretice” sînt definite pe numere 
naturale (g6deliene) lor le corespunde o funcție recursivă 
7 decidabilă pentru numerele corespunzătoare. De exemplu, 
„„% este axiomă în P” este un predicat recursiv care are loc 
pentru numerele corespunzătoare. La fel pentru „x este 
consecință imediată din y şi z” (simbolic Fl(x, y, z) şi deci: 
Fila, y, 2) — Bew [Sb(rz z zia)] 

I) Propozițit indecidabile. Fie o clasă K de formule din 
P. Vom nota prin Flg(K) mulțimea de consecințe din K, 
adică cea mai mică mulțime de formule care conține 
toate formulele din K şi toate axiomele şi este închisă rela- 
tiv la relația de ,,consecință imediată”. În terminologia 
noastră : 

K = (4, C(4)) 

Se defineşte acum proprietatea de w-necontradichie a clasei K : 
K este w-necontradictorie dacă nu există un semn de clasă 
a astfel că: 

(n) [Sb (azn) e Fle(k) & [Neg (v Gen a) e Flg (k)] 

(unde v este o variabilă liberă a semnului de clasă a) 


Gödel demonstrează apoi teorema VI de indecidabilitate. 
Propoziția VI. Pentru orice clasă K de formule, clasă 
recursivă şi w-necontradictorie există un semn de clasă 7 
recursiv, astfel că nici v Gen 7, nici Neg(vGen 7) nu apar- 
țin lui Flg(K) (v este o variabilă liberă din 7). 
Aşadar avem o clasă de formule K (din P), respectiv 
Flg(K) care este w-necontradictorie. 
Demonstrație. Fie deci K o clasă recursivă şi w-necontra- 
dictorie de formule. Definim o serie de concepte în raport 
cu clasa K. 
1) Bw,(x) = (n)[n < I(x) > A x(nGlx) v pi eKv. 
(Ep, 9) {0 < b.q < n & FI(nGlx, pGlx, qGlx)}] 
Acesta este predicatul „x este o figură de demonstrație 
în K”. Intuitiv aceasta înseamnă : pentru orice n astfel că 
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n < 1(x) > Oavem sau o axiomă sau o teoremă (se înțelege, 
cu caracter logic) sau o consecință imediată din formule 
date. 

2) By =Bw,(x) & [L(x)Glx = y], (x este figura de demon- 
strație pentru y în K). 

3) Bew,(x) =(Ey)yB,x (x este demonstrabil în K) 
Din 3) se deduc formulele : 

4) (x)Bew, (x) ~ x e Fig(k) (unde ,~” este echivalența) 
5) (x) [Bew(x) — Bew,(x)] 
Se defineşte apoi o relație specială : 

6) Q(x, y) = xB [Sb( yin) ] , : 
Deoarece conform cu cele de mai sus x B,y şi Sly Ry) sînt 


recursive este şi Q(x, y) recursivă. 

Conform cu propoziția V şi formula 6) vom avea un semn 
de relație q (cu variabilele libere 17, 19) astfel că au loc 
formulele : 


7) xB, [Sby] — Bew, [Sba] 

8) xB,[Sb(Yžn)] — Ben [Nee(Sb(9mă) ] 

Postulăm apoi că 

9) p = 17 Gen q 

10) 7 = Să(qăp)) 

Formula 9) arată că p este o generalizare a semnului de 
clasă q în raport cu variabila care are numărul 17; iar 
formula 10) stabileşte că 7 este un semn de clasă obținut 
prin substituția variabilei cu numărul 19 (adică y) cu 
semnul cifric corespunzător numărului gâdelian reprezen- 
tat de %. 
A se observa că formulele presupun că vorbim despre semne 
de clasă prin intermediul numerelor gădeliene şi în genere 
variabilele au ca obiect numere gâdeliene care la rîndul lor 
„reprezintă” expresii din P. Mai departe au loc două trans- 
formări în legătură cu generalizarea și respectiv substituirea 
variabilei libere 17) din 7 (adică a lui x) 

11) 17 Gen r = 17 Gen(Sd(qăy) = Sb(17 Gen q) = Sb(prip) 
12) Sblržm) = Sb (Sb(q2tn)ăn)= Sb (J)o) 

Dacă în 7) şi 8) substituim pentru y deci y/4 şi consi- 
derăm 9) şi 10) obținem: 

13) xB,(17 Gen r) — Bev,[Sb(ră) ] 

14) xB,(17 Gen r) > Bew,[Neg Sb(r%1,))]. Se  demonstrea- 
ză apoi că 17 Gen 7v este formula indecidabilă, cu alte cuvinte 
nici ea nici negația ei nu este demonstrabilă în K. 
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15) 17 Gen v nu este k-demonstrabil. 

Supoziție. Bew, (17 Gen r). Atunci conf. cu 3) există n 
astfel că nB,(17 Gen r), iar mai departe conf. cu 14) avem: 
a) Bew,[Neg Sb(r3]. 

Pe de altă parte, din supoziție decurge conform cu axioma 
de substituție III, (a se vedea mai sus la E): 

b) SB(r%n)) 

Or a) şi b) contrazic ideea că clasa k este w-nec. (a se vedea 
definiția conceptului w-necontradicție) şi deci supoziţia 
din care ele decurg nu are loc. 

Supoziție. Bew,[(Neg (17 Gen r)] 

S-a dovedit deja că Bew, (17 Gen r) nu are loc de unde 
rezultă : 

a) Bew,(17 Gen r), de aci conf cu 3): 

b) (En) nB, (17 Gen 7) 

c) (n)nB,(17 Gen r) apoi conf. cu 13) avem 

d) Bew, Sb(rzm)] 

Ceea ce contrazice presupunerea noastră şi deci presupunerea 
este infirmată. Prin urmare, s-a demonstrat că 17 Gen r 
este o propoziție indecidabilă și cu aceasta este dovedită 
propoziţia VI. (Demonstrația este constructivă). 
Propoziția XI. (a doua teoremă de indecidabilitate). Fie 
K o clasă de formule recursivă și necontradictorie. În acest 
caz propoziția care spune că „clasa K e necontradictorie” 
nu este F-demonstrabilă. În particular necontradicția lui 
P nu este denmonstrabilă în P. 

Demonstraţie. În propoziţia VI s-a presupus că mulțimea 
K este necontradictorie, ceea ce vom nota prin wid (k). 
16) wid (k) — Bew (17 Gen r) De aci conf. cu 6) 

17) wid (k) — (x)xB,(17 Gen 7). În virtutea lui 14) avem: 
17Gen r = Sb(P4p) şi deci 

18) wid (k) — (x)xB,Sb( pzp) de unde conf. cu 9) 

19) wid (k) = Olx, $) 

Pentru a reprezenta în P o astfel de expresie vom nota 
cu w formula propozițională corespunzătoare lui ud (k), 
relația Q(x, y) prin q şi deci Q(x, p) prin 7 (deoarece y = 
= Sb(găp), iar (x)Ọ(x, p) prin 17 Genr. Conform cu 
aceste notații obținem din 18): 

20) w Imp (17 Gen r) (unde ,„Imp” = implică). 
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Supozitie. Bew(w), deci 

Bew,(17 Gen r) (conf. cu 20) ). 

Qr din aceasta şi din 16) rezultă wid(k), ceea ce înseamnă 
că mulțimea K nu este necontradictorie, or aceasta contra- 
zice presupunerea inițială. Prin urmare, din presupunerea 
că în K — s-ar putea demonstra necontradicția lui K, deci 
wid(k), s-ar obține că această mulțime nu este necontradic- 
torie, adică wi (k). 

Cum însă prin presupunerea inițială K este w-necontradic- 
torie (şi deci necontradictorie) supoziţia Bew,(w) este falsă. 
În concluzie dacă presupunem că sistemul P este complet 
el trebuie să cuprindă şi propozițiile indecidabile, dar în 
acest caz el devine contradictoriu. Necontradicţia sa a fost 
stabilită și ca urmare sistemul nu este complet (deci res- 
pectivele propoziţii nu pot fi deduse în sistem). 

Deoarece sistemul nu este simultan necontradictoriu şi 
complet el este în principiu indecidabil.. 

Există şi expuneri simplificate, unele dintre ele nu sînt 
corecte şi dovedesc o neînțelegere a ansamblului din cauza 
neîințelegerii unor detalii importante. 


Notă. În legătură cu sintaxa logică este interesant să se observe sime- 
tria existentă între termeni și propoziţii relativ la relaţiile de definiție 
şi respectiv înferență. 

În expunerea conceptelor am urmat îndeaproape această simetrie, 
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Semantica logică 


1. CONȚINUTUL SEMANTICII LOGICE 


Semantica studiază relaţiile (informaţionale) dintre expresie 
şi 'obiect, precum şi relaţiile dintre expresii în funcție de 
raportul lor cu obiectul. În ce priveşte semantica logică 
ea studiază limbajul construcțiilor logice din punct de 
vedere semantic. Semantica logică a apărut din necesitatea 
de a evita dificultăţile legate de paradoxe şi în genere de 
probleme ale deciziei. 

Ca parte a semioticii ea este un ansamblu de concepte, 
propoziții şi raționamente despre dimensiunea semantică 
a sistemelor logic organizate (în primul rînd sistemele 
logicii pure). 

Există mai multe încercări de a sistematiza conceptele 
semanticii logice, între care două sînt cele mai cunoscute 
— metoda lui Frege şi metoda lui Carnap. O sistematizare 
presupune anumite unificări care nu rareori sînt în contrast 
cu intuiţia noastră obișnuită. Tocmai de aceea înainte de 
a vorbi de asemenea sistematizări noi vom trece în revistă 
conceptele semanticiiși propoziţiile mai importante indepen- 
dent de legăturile lor sistematice mai profunde. Vom numi 
aceasta „Semantica de referință’. Vom arăta apoi unele 
moduri de sistematizare a semanticii în totalitate (Frege, 
Church, Carnap) saupe porțiuni (Tarski). În ultima parte 
vom studia sistemele sintactice din punctul de vedere al 
interpretării lor (modelele semantice) şi relațiile între concep- 
tele sintactice şi cele semantice. 

Acest sistem de concepte în expunere liberă este o sursă 
pentru introducerea unor noțiuni mai precise şi de aseme- 
nea prin caracterul 'său intuitiv un mijloc de traducere 
a unor termeni mai speciali. Semantica logică se constituie 
cu ajutorul unui limbaj care poate fi mai mult sau mai 
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puțin standardizat. Vom presupune mai întîi că limbajul 
obiect este un limbaj al unei teorii şi că el constă din 
semne de bază, termeni şi propoziţii. Această delimitare 
este strict necesară pentru a nu extinde conceptele semanti- 
cii dincolo de anumite limite, fără eventuale modificări. 
La rîndul său limbajul semanticii conţine nume pentru 
semne, termeni, propoziţii din limbajul obiect, traduceri 
ale expresiilor din limbajul obiect, precum și expresii rela- 
tive la entități, proprietăți şi relații semantice. 

De asemenea el conține termeni şi în genere expresii cu 
caracter logic. 

Pentru denumirea expresiilor vom utiliza sau simboluri 
speciale (prescurtări ş.a.) sau procedeul autonim ; pentru 
traducere vom folosi expresii sinonime existente sau: ex- 
presii special constituite. De exemplu, „F(x)” se va tra- 
duce prin „x are proprietatea F”, pentru „A C B” vom 
avea traducerea „A este inclus în B”. Termenii „denotat”, 
„sens”, „concept” ș.a. vor avea caracter semantic general, 
iar expresiile „pentru orice”, „există”, „dacă ... atunci” 
ş.a. sînt de natură logică. 


2. CATEGORII SEMANTICE 


Am afirmat deja că limbajul este un ansamblu de expresii 
şi am determinat conceptul de „expresie” din punct de 
vedere sintactic. Vom porni şi aci de la termenul „expresie” 
(mai precis „expresie semnificantă””) pentru a-l determina, 
de astă dată, din unghiul de vedere semantic. Se spune 
mai întîi că o expresie se referă la un obiect. Această 
afirmație este valabilă atît pentru termeni cît şi pentru 
propoziţii, or pentru expresiile de legătură sau de operație. 
Termenul „„oin”” se referă la entitatea Om, termenul „Au- 
torul poemului «Luceafăruly” se referă la poetul Mihai Emi- 
nescu. 

Propoziția „Bucureştiul este capitala României” se referă 
la un oraş care are proprietatea de a fi capitala României. 
Semnul „+” se referă la operaţia de adunare, iar semnul 
„Şi”” la o legătură specială între stări de fapt sau între 
expresii. Nici operația nici relația nu există fără obiecte 
la care se aplică, tocmai de aceea expresiile respective sînt 
oarecum „incomplete” ca şi în entitățile la care se referă. 
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Faptul că o expresie „e se referă la un obiect ob” înseamnă 
deci că expresiei e îi este asociat printr-o regulă de corespon- 
dență obiectul respectiv. Vom conveni să numim acest obiect 
„referent”. Aşadar o expresie (indiferent de natura ei) va 
fi ceea ce are mai întîi un referent sau presupune că are un 
D (Expresia „înger” doar presupune că are un refe- 
rent). 


Deoarece nu totdeauna relațiile între expresii şi obiecte 
(în sensul referinței) sînt univoce vom da un tabel în 
care sînt prezentate complet astfel de relații de corespon- 


dență : 
e ob 
0 1 
1 0 
1 i 
1 n 
n ] 
n m 


În primul caz (0, 1) obiectului nu-i corespunde încă o 
expresie, el nu a intrat încă în aria cunoaşterii raționale, 
deşi se poate afla în zona practică sau senzorială. 


În cazul al doilea (1, 0) expresia este vidă, ea nu are 
referent (ex. „steaua cea mai îndepărtată de pămînt”, 
„cel mai mare număr natural’, „Ludovic al XXX-lea 
este rege al Franței”). Probabil că printre semnele fără 
referent trebuie introduse în genere semnele auxiliare 
a parantezele), totuşi aceasta necesită o discuție specială. 
n al treilea caz (l, 1) avem o expresie univocă, adică 
unei expresii îi corespunde un singur obiect (referent) 
şi invers. 

În cazul (1, n) expresia are n obiecte (referenți) şi va fi 
o expresie plurivocă (polisemantică). Astfel termenul de 
„lege? poate să se refere la a) o lege a naturii, b) o 
propoziție care exprimă o lege, c) o convenție etică sau 
juridică. O astfel de expresie mai poate fi numită ,ambi- 
guă” sau chiar „echivocă”. Dacă între entitățile Ja care 
se referă există o legătură sistematică (cum e cazul pentru 
termenul „lege'”) vom spune că expresia este „sistematic 
ambiguă”. Termenul „sistematic ambiguu” trebuie luat 
strict în acest înțeles și nu identificat cu „confuz? sau 
„polisemantic” (în genere) ori cu „omonim”. El a fost 
introdus de către Russell, aşa cum s-a arătat deja, pentru 


Semantica logică 271 


a caracteriza unele concepte (funcție propozițională, adevăr, 
fals) — însă, evident, în scopul de a elimina unele efecte 
negative pe care el presupune că le au astfel de termeni 
de ambiguitate sistematică. Cazul (n, 1) este acela al mai 
multor expresii care se referă la acelaşi obiect (referent), 
fiecare dintre ele fiind univocă. În fine, cazul (m, n) ne 
arată că se poate concepe şi faptul de a avea mai multe 
expresii m raportate la mai multe obiecte n însă într-un 
mod nedefinit în raport cu utilizarea lor în limbajul L. 
Ne putem reprezenta astfel acest caz. 

Fie e, eo, ..., e, expresiile şi ob,, Ob», ... Ob„ obiectele. 


e ob, 


e? ob, 


En — 0bm 


Expresia e, are doi referenți (0b,, Obm) expresia e, de ase- 
menea doi referenți (ob, 0b,,), iar expresia e, are trei refe- 
renți (ob, Obg, 0b„). Pe de altă parte, e, are un referent 
comun cu e, (anume obm), ea are un referent comun cu 
e, (anume ob»), iar e, are referent comun atît cu e, cît 
şi cu ez. Cu alte cuvinte cazul (n, m) cuprinde mai multe 
expresii plurivoce ai căror referenți pot să fie comuni sau 
nu fără vreo regulă. 

Cînd vorbim de referentul unei expresii este necesar să avem 
în vedere două sisteme de referință fundamentale : limbajul 
în genere L şi contextul dat C. O expresie poate să fie 
plurivocă în L şi să devină univocă în C. Contextul este 
deci un mijloc esenţial de a face ca expresia să fie univoc 
determinată în raport cu referentul. În limbajul natural 
(sau chiar şi în limbajele ştiinţelor) expresiile sînt în cea mai 
mare parte a cazurilor plurivoce în raport cu L. Dacă vom 
numi universul obiectelor (entităților) la care se poate 
referi o expresie „spaţiu de referință” atunci putem spune 
că acest spațiu poate fi împărțit în patru: 

— în raport cu obiectele propriu-zise (0), 


272 


Teoria sistemelor logice 


— în raport cu indivizii umani (I), 

— în raport cu acțiunea indivizilor (A), 

— în raport cu expresiile înseşi (E). 

Termenul „,lege“' indicat deja poate fi raportat în toate 
cele patru sensuri. 

Conjuncțiile dintr-o limbă au prin esența lor referenți din 
O, I, A sau E 

Poziţia unei expresii e în raport cu această diviziune a spațiu- 
lui de referință poate fi reprezentată astfel: 


[ei 





— 
N 





Considerăm expresia de forma „Nu a ci bọ’ şi o exemplifi- 
căm în toate cele patru cazuri: 

1) Nu obiectul a, ci obiectul b (0) 

2) Nu p cum crede x, ci q( I) 

3) Nu executa K, ci K! (4) 

4) Nu este adevărat ș,, ci 2, (E) 

Analog putem lua conjuncția „şi” 

1)” a şi b (0) 

2)' Sînt convins de p, și nu de fe (I) 

3)' Este permis K, şi nu este permis K, (4) 

4)' Este adevărat p, şi este fals 2, (E) 

În primul caz „şi” se referă la o „conjuncție de obiecte” 
(Russell vorbea de „adunarea obiectelor”), în cazul 2)' 
la o conjuncție de stări sufleteşti (convingeri), în cazul 
’ la o conjuncție de acte (permise și nepermise), iar în 
cazul ultim la o conjuncție de propoziții. Logica ne arată 
că referenții lui „Și nu au exact aceleași proprietăți în 
toate patru cazurile, deşi utilizăm aceeași expresie. Limbajul 
special şi cel mai adesea contextul ne va arăta ce tip de 
referent are expresia. 

O problemă importantă este aceea a introducerii expresiilor 
cu referent. 
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O expresie cu referent poate fi introdusă pe două căi: 
a) prin indicarea fizică a obiectului (metoda ostensivă), 
b) prin intermediul altor expresii deja introduse (metoda 
definiţiilor). Definiţiile prin care introducem o expresie 
nouă poartă numele de „definiții nominale”. Definiţiile 
nominale sînt fie de introducere a unei expresii noi, fie de 
precizare a unei expresii deja introduse, fie de explicitare. 
Astfel, dacă noi vom conveni să numim implicația „plicație” 
(cuvînt deja utilizat de Curry) vom introduce prin prescur- 
tare (identificare referențială) acest nou cuvînt. 


Dacă vom spune că „analitic adevărat” desemnează acelaşi 
lucru ca și „logic adevărat” (aşa cum procedează R. Car- 
nap) vom avea o precizare de referent (care altfel nu e 
prea clar, sau nu e satisfăcător). 

Dicţionarele de limbi naturale dau, de regulă, definiții 
de explicitare. În sens strict, numai ultimele sînt definiţii, 
primele două fiind pur şi simplu reguli (convenţii) de utili- 
zare a expresiilor. 

Cum apar expresiile vide? Cauzele lor pot să fie diferite: 
sau iluzia unor obiecte, sau manipularea prea liberă a regu- 
lilor sintactice sau altele asupra cărora nu ne oprim aci. 
Am discutat pînă acum despre expresie (semne, termeni, 
propoziții) care au (sau pretind a avea) referent. Ca urmare 
am introdus un concept semantic fundamental conceptul 
„referent” şi o relație semantică ,de referință” 

ob este referentul lui e 


sau relația invers orientată e se referă la ob. 

Această terminologie este suportată de întreaga clasă de 
expresii a unui limbaj şi nu contravine modului nostru 
intuitiv de a vorbi. Matematic vorbind, relația de referință 
este o relație de corespondență în care natura entităților 
puse în corespondență nu prezintă nici un interes. Interes 
prezintă alegerea expresiilor doar din punctul de vedere 
al eficienței limbajului. 

Relaţiei de referinţă îi corespunde pentru fiecare expresie 
în parte problema „la ce se referă expresia e?” 

Pentru a rezolva o astiel de problemă trebuie să dăm 
răspuns la alta „cum se referă o expresie la obiect?” 
Reluînd un exemplu da: de Frege (dar puțin modificat) 
fie să considerăm trei drepte care se intersectează într-un 
punct. 
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Am numit aceste drepte respectiv D,, D,» D iar punctul 
de intersecție O. Fiecare dintre aceste semne a fost intro- 
dus pe cale ostensivă (am indicat pe hîrtie la ce se referă). 


Se întîmplă însă că nu întotdeauna avem obiectul în față, 
sau nu ni-l reprezentăm clar sau pur şi simplu nu l-am 
perceput niciodată. În acest caz modul de referire ostensiv 
nu ne mai este de folos. Trebuie să apelăm la a doua 
cale— introducerea referentului prin alte expresii. În cazul 
de mai sus, să considerăm expresia O (litera) şi expre- 
siile D, D, Da Noi putem determina referentul lui 
O cu ajutorul expresiilor D,, Dp, Da. Se înţelege că este 
necesar să alegem în acest scop o proprietate (însușire, 
relație) untvocă în raport cu obiectul (punctul respectiv). 
Această posibilitate constă în a considera punctul ca inter- 
secție a cîte două din cele trei drepte sau chiar a toate 
trei. Vom obține în acest fel expresiile (le scriem prescur- 
tat) „Dı X Da sue X Da „Dı X Dz”, „Dı X D, De. 
Fiecare din aceste patru expresii se referă univoc la punctul 
respectiv, numai că fiecare se referă în mod diferit (dintr-un 
unghi de vedere diferit), prin prisma unei proprietăți dife- 
rite, căci una e, de exemplu, proprietatea de a fi intersecție 
între D, şi D, şi alta proprietatea de a fi intersecție între 
D,şi Da. Expresia „O” la rîndul său se referă global la obiec- 
tul perceput ca un „întreg” (eventual la reprezentarea lui), 
o referire sintetică, vagă în sensul că părțile sau proprietă- 
țile sînt indiferente. Scoasă din cadrul senzorial (percepție 
sau reprezentare) expresia „,O” pierde legătura cu referen- 
tul, însă ea o poate recăpăta dacă este corelată cu alte 
expresii care nu se mai referă global la obiect, ci unilateral 
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printr-o proprietate sau cîteva proprietăţi care-l delimi- 
tează exact de altele. Astfel sînt celelalte expresii indi- 
cate. 

Vom spune atunci că ,O” are același referent ca și „Dı X 
x Da” sau „O” are acelaşi referent ca şi „Da X Da” etc. 
Ce raport există însă între cele patru expresii formate cu 
ue > » 2”, „Da? 

Mai întîi ele au acelaşi referent ca şi ,,0”. Pe de altă parte, 
însă ele diferă prin modul în care se referă la obiect (punc- 
tul 0). S-ar putea ca cineva să propună o soluție cam ciu- 
dată şi anume — să nu considerăm că cele patru expresii 
au un singur referent ci că fiecare are referentul său dar 
de-un soi deosebit, referentul este o parte a unui obiect, 
sau o proprietate a unui obiect. 

Această soluție ar avea următoarele inconveniente : 

a) ar despica un obiect într-o infinitate de alte obiecte care 
totuși nu sînt de sine stătătoare (nusînt independente) ; 
b) s-ar pierde din vedere legătura între părți şi proprietăți, 
pe..de o parte, şi obiectul ca întreg, pe de altă parte; 
c). fiecare parte sau proprietate ar fi luate izolat; 

d) legătura între expresii şi obiect nu s-ar mai putea stabili 
decît ostensiv ; 

e) nu s-ar mai putea stabili alte legături între expresii decît 
acelea că ele diferă ca formă materială și poate au sau nu 
acelaşi referent. O pulverizare a obiectului și a gîndirii 
(resp. a limbajului). De aci nu conchidem că în anumite 
limite proprietățile nu pot fi considerate la rîndul lor ca 
„Obiecte? de sine stătătoare și deci ca referenți. 

Soluția de mai sus este în genere cea firească și logică — să 
considerăm că expresiile se referă în mod diferit la același 
referent. 

Acest mod diferit de a se referi la unul și același obiect va 
fi numit „,„sens”. 


O expresie poate avea aşadar pe lîngă referent un sens. 
Termenul „,sens”' convine utilizării noastre obişnuite în 
raport cu toate expresiile (fie ele termeni sau propoziţii). 
Expresia „cal bălan” are un sens ; la fel, propoziţia „Parisul 
este capitala Franței” are un sens. Prima este un termen 
şi: se referă la acei cai care au culoarea ,,bălan”, a doua 
este o propoziţie și se referă la oraşul Paris în calitate de 
capitală a Franței. 
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Putem construi atîtea expresii cu sens relativ la un obiect 
în cîte moduri ne putem referi la el şi ne putem referi la 
el în atitea moduri cîte proprietăți (însușiri, relații) speci- 
fice (caracteristice, definitorii) are. 

Am introdus pînă acum două categorii semantice — refe- 
rent şi sens. Referentul și sensul vor fi numite împreună 
„conținutul cognitiv” al expresiei. În loc de „conţinut 
cognitiv” se spune adesea „înțeles (cognitiv) sau „,semni- 
ficaţie (cognitivă)”. 

Semnalăm că în utilizarea obişnuită se confundă adesea 
termenii „sens”, „înțeles” şi „,semnificație”. O altă utili- 
zare care poate duce la confuzii este aceea care identifică 
termenul de „,referent” cu cel de „semnificaţie”” (aceasta 
îndeosebi sub influența matematicii care numeşte entitățile 
pe care simbolurile variabile le iau ca valori „semnificaţii” ; 
se spune: „x are semnificația numerică a”). Sensul, la 
rîndul său, mai este uneori denumit „intenție” sau „idee”. 


Faţă de tabelul nostru tripletul (sens, înţeles, semnificaţie) 
corespunde cazului (n, m). Crearea unui „limbaj tehnic” 
cere să facem o alegere în raport cu această terminologie 
variată. Vom vedea că unii autori au încercat generalizarea 
unora dintre termenii de mai sus chiar în contrast cu 
utilizarea lor obişnuită. 


Proprietățile relației de veferință. Nu discutăm aceste pro- 
prietăți în cîmpul limbajelor formalizate, ci în cîmpul 
posibilităților lingvistice în general. Fie să notăm pe scurt 
relația cu x Refa, unde se presupune că domeniul lui x 
poate să difere sau să interfereze cu domeniul lui «. 


Conform cu logica predicatelor putem scrie şi astfel : 
Ref (x, «) 
ceea ce în notația anterioară înseamnă Ref (e, ob). 


Există cazuri în care avem autoreferință, am văzut deja 
acest lucru discutînd despre antinomii. În asemenea cazuri 
putem avea două situații: 1) expresia este ea însăși referent, 
2). expresia face parte din extensiunea referentului. Vom 
scrie deci: 


3x Ref (x, x) 


Exemplificăm pentru termeni şi pentru propoziţii. Cuvîntul 
„termen” face parte din propria sa extensiune. Propoziția 
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v33) 


„orice propoziție este adevărată sau falsă” face parte -din 
propria sa extensiune. 





Propoziția înscrisă 


Termenul înscris în 


acest dreptunghi în acest dreptunghi 


este adevărata 











Acest termen îşi este propriul său referent, la fel propoziția 
respectivă. 

Relația este deci în genere antireflexivă, 

Există şi cazuri de simetrie : 


Ref (x, a) = Ref (x, x) 










Termenul înscris 
în triunghiul de 
alături 





Terme- 
nul inscris 
în dreptunghiul 
de alături 










Relația este antitranzitivă căci nu are loc: 


Ref (x, a) şi Ref (o, B) — Ref (x, P) 


3. SEMANTICA TERMENILOR 


În paragraful anterior am introdus două categorii seman- 
tice referent şi sens. 

Vom adînci acum studiul semnificației (conținutului cogni- 
tiv) al expresiilor în funcție de clasificarea acestora. 
Perechea {referent, sens} va fi particularizată la termeni 
prin perechea {denotat, concept}. 

Termenul ,concept” luat în această accepțiune a fost in- 
trodus de Church. J. S. Mill a folosit pentru sensuł ter- 
menului expresia ,conotare” (sau „conotat”). 

Termenul este sau se presupune a fi nume a ceva (un 
obiect în sensul general în care logica formală defineşte 
obiectul). ' 
Pentru perechea {termen, referent} se utilizează în logică 
următoarele denumiri corespunzătoare : 

{nume, nominat (= denumit)} 
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(designator, desemnat (= designat)) 

tdenotant, denotat} 

(semnificant, semnificat? 

Avem apoi expresiile corespunzătoare pentru relație : 
relaţia de denumire, 

relația de desemnare, 

relația de denotare, 

relația de semnificare. 

Vom reține din această bogată terminologie următoarele 
expresii: „nume”, „denotat'”, „concept” şi „relație de 
desemnare”. 

În logica tradițională au circulat şi alte expresii semantice 
în legătură cu termenii: „,„noțiune”, „sferă”, „conținut”, 
„notă a noțiunii”, „„comprehensiune”, „extensiune”, „in- 
tensiune” (ultiinele două expresii au fost utilizate mai 
ales în limba engleză). 

Iată ce scrie Goblot în legătură cu o parte din acești ter- 
meni : 

„Orice nume denotă un subiect (în sens de obiect n.n.- 
G.E.) şi conotă proprietățile aparținînd acestui subiect. 
Astfel om denotă pe Petre, Pavel, Socrate, Don Quijote, 
europenii, negrii şi pieile roșii. ... și conotă poziția dreaptă, 
inteligența, limbajul, sociabilitatea etc. Au fost adesea 
utilizați aproape în acelaşi sens ca și denotare şi conotare 
cuvintele extensiune și intensiune : semnificația unui nume 
este mai mult sau mai puțin extinsă, adică ea convine la 
un număr mai mic sau mai mare de subiecți, sau ea este 
mai mult sau mai puțin intensă, adică plină, bogată. În 
loc de intensiune care nu este utilizat decît în engleză se 
spune de obicei comprehensiune.” [16; 102). 
„Extensiunea sau denotarea (denotation) unui termen 
este numărul de indivizi conținuți în gen, adică judecăţile 
posibile față de care el este atribut, comprehensiunea 
sau conotarea este numărul calităților comune ale indivizi- 
lor genului adică judecățile posibile față de care el e subiect” 
[16; 103]. 

Un logician american I. E. Creighton scrie că termenul 
„este utilizat în extensiune”? cînd este luat ca denotînd 
un individ sau o clasă şi este „utilizat în intensiune” cînd 
e: folosit „pentru a defini sau descrie lucruri mai degrabă 
decît pentru a le numi”. Acestea sînt „două funcții sau 
utilizări ale numelui” (6, 58/59]. 
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„„Extensiunea termenului, după cum s-a spus indică ọbiec- 
tele la care numele se aplică și intensiunea — calităţile 
sau atributele pe care le semnifică” [6; 59]. 

De exemplu, extensiunea cuvîntului ,planetă” poate fi 
definită prin menționarea numelor diferitelor planete, 
Mercur, Venus, Terra, Marte etc. Analog pentru „,caruni- 
vor”! se enumeră speciile de carnivore. 

„Uzual totuși noi o definim din punctul de vedere al intensi- 
unii, adică, prin stabilirea proprietăților sau caracteristicilor 
pentru care termenul stă’. Se spune, de exemplu, că dăni 
„înţelesul intensiv” al termenului „planetă” cînd îl definim 
într-un anumit fel [6, 59]. „Un concept (= noțiune, n.n. 
G.E.) este .... un înțeles general sau o idee” [6; 45). 
T. Kotarbinski la rîndul său scrie „,Însușirile conotate 
împreună de numele dat constituie ca urmare conținutul 
acestui nume, sau sensul acestui nume, în opoziție cu desig- 
natele care împreună constituie sfera acestui nume sau 
denotarea sa” [27; 210]. 

Credem că cele de mai sus sînt suficiente pentru a surprinde 
cu aproximație semnificația acestor termeni. Nu este în 
intenția noastră de a urmări istoricul respectivilor tetmeni, 
am dorit doar să avem un punct de sprijin pentru a încer- 
ca să schițăm o concepție exactă (sau oricum mai precisă) 
despre utilizarea lor. 

Reținem din concepţia lui Goblot următoarele: 

a) denotare = extensiune = numărul de indivizi conți- 
nuți în gen = judecățile posibile ... 

b) conotare = intensiune = comprehensiune = numărul 
calităților comune genului = judecățile posibile .... 

La Goblot pare că există deci o regretabilă confuzie între 
subiectiv (,judecățile posibile”) şi obiectiv („numărul de 
indivizi” etc.). Creighton distinge „utilizarea în extensiune” 
respectiv în intensiune şi defineşte cele două concepte 
astfel : 

a) extensiune = obiectele la care numele se aplică, 

b) intensiune = calitățile sau atributele pe care le semni- 
fică. La rîndul său Kotarbinski distinge : 

a) conținutul numelui = însuşirile conotate (împreună), 
b) sfera = designatele împreună. 

Din cele de mai sus se pare că noțiunile de „extensiune'' 
şi „intensiune” sînt raportate cu precădere la termenii 
generali. 
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Apar. unele întrebări: 

a) se confundă denotantul cu extensiunea şi sensul cu 
intensiunea ? 

b) se confundă sensul cu intensiunea ? (deci conceptul cu 
intensiunea ?) 

c) se confundă extensiunea termenului cu sfera noțiunii 
(fie şi numai pentru termenii generali) ? 

d) se confundă conținutul noțiunii cu intensiunea terme- 
nului ? 

e) este noțiunea acelaşi lucru cu sensul? 


Rudolf Carnap a preluat termenii „extensiune” și „inten- 
siune” generalizîndu-i peste limitele intuitive și făcînd 
din ei baza metodei sale care este concepută ca o alterna- 
tivă la metoda lui Frege. După părerea noastră problema 
nu este soluționabilă fără a adopta anumite supoziții filo- 
zofice precise, ceea ce nu pare a exista la respectivii 
autori. 

Vom adopta mai întîi ontologia minimă necesară definirii 
termenilor indicaţi. 

Expresiile vor fi raportate la un univers care e format din: 
obiecte, proprietăți, relații, operații, mulțimi, sisteme. 
Obiectele vor fi obiecte fizice (concrete), obiecte abstracte 
(laturi. ale obiectelor fizice detaşate de acestea și tratate 
ca obiecte de sine stătătoare), precum şi obiecte ideale 
(limita gîndită a unor tendințe reale). Proprietățile și rela- 
ţiile sînt respectiv determinări ale obiectelor luate‘ în parte 
şi determinări ale obiectelor raportate unul la altul. Opera- 
ţiile presupun o anumită schimbare în ce priveşte deter- 
minările obiectelor. Mulțimea presupune o reuniune de 
obiecte în virtutea unor determinări comune, iar sistemul 
o mulțime de obiecte între care există anumite corelaţii. 
Principala dificultate semantică în legătură cu acest uni- 
vers constă în faptul că adesea elementele indicate pot să-și 
schimbe poziția. De exemplu, oricare din entitățile univer- 
sului poate deveni obiect, apoi datorită unor raporturi 
de echivalență dintre ele se poate produce, cel puțin în 
anumite contexte, o „reducere de entități” sau cel puțin 
o „,unificare”. Astfel: proprietățile (însuşirile) se unifică 
cu relațiile  (alegîndu-se una din cele două denumiri), 
relaţiile „se reduc” la clase (mulțimi), operaţiile „se reduc” 
la relaţii, sistemele se reduc la mulțimi. Mulțimile (clasele) 
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pot fi considerate ca unu (deci ca un obiect cu integrali- 
tate) sau ca multiplicitate (distributiv), deci ca fiind formate 
din obiecte (elemente). Ey 
Toate acestea constituie o sursă de ambiguitate sistematică 
pentru expresii, deplasarea neavertizată a conținutului 
cognitiv al expresiei (adică a semnificației) de la o entitate 
la alta putînd da naştere la confuzii. 

Vom ține deci seama de: a) diferența entităţilor, b) de redu- 
cerea sau unificarea lor, c) schimbarea poziției în U. Obiec- 
tul fizic care dispune de integralitate (poate fi calificat 
ca un întreg ale cărui părți au un grad mai mare sau 
mai mic de interdependență) va fi considerat ca avind 
„realitate completă”, toate celelalte vor avea realitate 
relativă la obiectul fizic. 
Fiecare dintre entitățile indicate va deveni o entitate semiu- 
tică dacă ea este corelată semantic cu expresia și prin 
urmare va purta un nume special semantic. Prin acest 
nume semantic se va indica poziția semantică a entității 
în raport cu termenul. 


Extensiunea. Am precizat că denotatul este entitatea la 
care termenul se referă (pe care o desemnează, față de care 
el este nume). Conform cu principiul univocității (cel puțin 
relativ la contexte precise) orice termen are un singur 
denotat. Or extensiunea este o multiplicitate. Dacă exten- 
siunea ar fi luată ca denotat atunci sau ea ar fi luată ca 
unu și deci principiul univocității ar fi respectat sau ea.ar 
fi luată ca multiplicitate și atunci (cel puțin în cazul ter- 
menilor generali) principiul univocității ar deveni imposibil. 
Fie termenul ,om”. Ce-i corespunde acestui termen. în 
realitate? În realitate noi găsim nu vreun obiect om ci: 
— obiecte individuale 

— un ansamblu de proprietăți P comune acestor indi- 
vizi. 

Deşi are o anumită legătură cu fiecare individ în parte 
termenul ,„om” nu se referă la nici unul în mod special, 
este indiferent față de diferențele dintre „indivizi“! şi deci 
nu s-ar putea spune că-i desemnează „pe fiecare în parte”. 
O asemenea concepție despre denotat care ar face din fie- 
care individ în parte un denotat al termenului general ar 
avea drept consecință și schimbarea concepției despre 
sens (câți indivizi atîtea concepte). 
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Această concepție ar duce deci la concluzia că între indivizi 
nu există comun decît .... semnul (= forma materială 
a termenului), ceea ce este în esență nominalism. 


Rudolf Carnap afirmă că expresiile „clasa Om”, „„proprie- 
tatea Om” şi „Omul” reprezintă pur şi simplu trei traduceri 
în metalimbaj ale unei singure expresii din limbajul obiect. 
Dacă lucrurile ar sta astfel ar însemna că noi putem consi- 
dera pentru termenul ,„om” drept referent clasa, proprie- 
tatea sau o entitate „neutră”” (care nu este nici clasă, nici 
proprietate). Mai mult, din moment ce expresiile se află 
doar în relația de traducere nu vedem ce diferenţă (afară 
de cea referitoare la forma lor materială) ar exista între ele. 


Dacă ele ar fi identice ca referent atunci ar putea să fie 
substituite în orice context fie că acesta ar ține de un limbaj 
silogistic, extensional sau predicativ, ceea ce, evident, nu 
e cazul. 

Fie contextul silogistic: 

Omul este mamifer . 

Mamiferul este vertebrat 





Omul este vertebrat. 

În presupunerea că denotatul pentru „om” ar fi clasa om 
ar trebui să putem înlocui termenul „om” cu expresia 
„clasa om” fără a schimba întreg contextul şi fără a face 
din el un non- sens. 

Or se observă că deja prima propoziție (ca dealtfel și ulti- 
ma) ar fi transformată în non-sens : 

„Clasa om este mamifer”. 

Analog s-ar întîmpla cu substituirea prin „proprietatea 
Om”, s-ar obține non-sensul: 

„Proprietatea Om este mamifer”. 


Rămîne o singură posibilitate, să alegem o a treia enti- 
tate — neutră față de cele două. Această entitate este gene- 
ralul (genul), adică acel agregat de proprietăți care se află 
în fiecare individ uman. 


Acest general deşi e distribuit în fiecare individ în parte 
e totuşi unu (a se vedea dialectica generalului și individualu- 
lui, a unului şi multiplului). 

Conform cu principiul ierarhiei putem spune că față de 
fiecare individ (în parte), genul (generalul) este de ordinul 
doi, o entitate abstractă. Mai precizăm că el nu este o simplă 
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conjuncție de proprietăți (comune) ci un agregat, adică: un 
ansamblu de proprietăți interdependente. 

Între individ şi gen (= general) în sensul determinat avem 
o relație de la parte la întreg: 

individul cuprinde generalul (ca parte). 


Vom avea deci în genere relația pe care o notăm: 

A cuprinde pe B 

Deoarece oricărei relații îi corespunde o simetrică vom 
avea și în acest caz una și anume: l 

B este în A. 

Prin urmare, 

„A cuprinde pe B” este identic (logic) cu „B este în A”. 
Vom introduce următoarea notație pentru relația A cuprinde 
pe B:A Æ B respectiv pentru simetria ei B Æ A, astfel 
că echivalența de mai sus devine: 

A # B=B €A. 

Propoziția „Omul este mamifer” va avea acum următoarea 
interpretare semantică justă : 

Om 3 Mamifer. 

Cu alte cuvinte, denotatul termenului „om” cuprinde de- 
notatul termenului „mamifer”. Relația 3= reprezintă tot- 
odată interpretarea exactă a cópulei „este'' în silogistică. 
(Distincția între funcția „c6pulativă”' şi cea „existenţială 
nu dispare în acest caz). 

Conform cu cele de mai sus silogismul va fi acum exact 
simbolizat după cum urmează: 

AFB 

BC 

ASC 


În cele de mai sus am demonstrat numai faptul că termenul 
general nu poate fi înțeles ca desemnînd o clasă sau 6 pro- 
prietate, prin aceasta n-am exclus posibilitatea ca el să: se 
afle în relații determinate cu clasa și proprietatea. 


Entitatea om (așa cum am conceput-o mai sus în contextul 
silogistic) este distributivă față de o clasă de indivizi, în 
acest sens termenul om „se referă” implicit (indirect, prin 
intermediul generalului) la fiecare individ din clasă. Clasa 
față de care termenul se raportează implicit şi distributiv 
este tocmai extensiunea termenului. După cum denotatu- 
lui (şi prin acesta termenului) i se asociază o extensiune, 


Teoria sistemelor logice . 284 


propoziției corespunzătoare i se poate asocia o propoziţie 
de formă extensională 

AFB 

ACB 

Intensiunea. Mai complicat stau lucrurile cu intensiunea : 
trebuie să fie confundată cu sensul (resp. conceptul) sau nu? 
Am văzut mai sus că sensul unui termen este referirea la 
denotat printr-o proprietate. Din această definiție rezultă 
că spre deosebire de denotat care se află „la celălalt capăt” 
al relaţiei de denumire sensul stă în însuși actul de referire, 
este „modul de referire”. Prin urmare, el nu stă nici „la 
capătul de dincoace” al relației de denumire. Ca urmare 
dacă menţinem definiţia intensiunii ca fiind proprietățile 
„semnificate” atunci ea nu este identică cu sensul. Rudolf 
Carnap identifică intensiunea (pentru termenii generali) 
cu proprietatea (nu. cu proprietăţile) corespunzătoare clasei. 
Dacă înțelegem prin proprietate ceva ce determină clasa 
atunci identificînd intensiunea cu proprietatea (idee care 
se pare a început să se strecoare destul de curent în contex- 
tele logice) în niciun caz sensul nu poate fi la rîndul său 
identificat cu intensiunea. Putem, după părerea noastră, 
să adaptăm următoarea utilizare pentru ternienul „,inten- 
siune” : 

intensiunea este un corelat semantic al termenului și anu- 
me este proprietatea prin care termenul se referă la deno- 
tat (deci datorită căreia termenul are sens). 

O distincție evidentă între intensiune (astfel definită) și 
sens (concept) este aceea că termenul poate să aibă o-inten- 
siune vidă fără a fi un non-sens (adică fără ca sensul la 
rîndul său să fie vid), de exemplu, astfel stau lucrurile în 
cazul termenului „cel mai mare număr natural” 


În fine, vom introduce o a treia propoziție echivalentă 
logic cu A B şi anume una în termen de inteusiuini 

Val A (x) — B(x)). 

O problemă destul de dificilă și de care depinde indicarea 
intensiunii termenului este: ce se înțelege prin „,proprie- 
tate”? 

Nu intenţionăm să dăm o soluție, ci doar să schițăm unele 
aspecte. Formăm cu destulă uşurinţă proprietăți de la 
terimeni concreți (Om, Mamifer ş.a.), fără ca totuşi să 
fie prea clar ce se înțelege printr-o asemenea proprietate. 
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Denoțatul om, de exemplu, este un agregat de proprietăţi 
interdependente, el se poate descompune într-o serie de 
proprietăţi mai simple P}, P} .... P,... (presupunerea 
că numărul lor este finit nu ni se pare justificată). 

În acest caz că «Ion are proprietatea Om» înseamnă Ion 
are proprietatea P, şi Ion are proprietatea P, şi Ion are 
proprietatea P,, .... „Om” ar fi o expresie prescurtată 
pentru o conjuncție infinită de proprietăți. Deci o inten- 
siune complexă. 

Altă soluţie ar fi să concepem relaţia între denotatul subiec- 
tului și denotatul predicatului ca intensiune: 

„a fi om” = ” a cuprinde denotatul Om” 

Avantajul acestei soluţii ar consta în faptul că ar fi o idee 
simplă şi n-ar antrena conceptul de infinit. 

De modul în care concepem intensiunea depinde şi modul 
în care înțelegem sensul unui termen general. Vom reveni 
ulterior asupra acestei chestiuni. 


Noțiunea. Am arătat într-o serie de lucrări că termenul 
„noţiune” este definit defectuos în manualele clasice, prin- 
cipala obiecție fiind că definiția nu concordă cu aplicarea 
termenului (de exemplu, în clasificare). Se spune că unui 
termen îi corespunde o noțiune. Dacă în plus noțiunea va 
fi identificată cu sensul termenului o vom numi concept. 
(Nu vom face o semantică asupra istoricului acestor ter- 
meni ci o alegere între utilizările posibile). Pentru teoria 
cunoaşterii un înțeles mai larg al termenului de „noțiune” 
este preferabil. (A se vedea lucrarea noastră [8)). 

Ce este „sfera noțiunii”, ce este „conținutul noțiunii” ? 
Conţinutul noțiunii este aproape în mod general definit ca 
fiind „totalitatea notelor noțiunii”. Exemplu, conținutul 
noțiunii „om” = (rațional, biped, biman, constructor de 
unelte, vorbitor, ...Y Notele noțiunii se referă la determi- 
nările obiectului corespunzător noțiunii. Problema este: 
obiectul are o infinitate de determinări, noțiunea nu poate 
fi infinită — ea este limitată, deşi în „evoluție”. 

„Totalitatea de note” atribuite noțiunii de „atom” în sec. 
XIX este, se înțelege, mai mică decît „totalitatea de note” 
atribuite în secolul XX. Prin urmare, ca număr de note 
conținutul celor două noțiuni este diferit (şi desigur nu 
numai ca număr). Conținutul noțiunii poate fi diferit de la 
o epocă la alta şi chiar de la unii indivizi la alții. Astfel 
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definit conținutul noțiunii are un aspect subiectiv (ori 
cel puțin social-relativ la o colectivitate dată la un moment 
dat). Putem schimba într-o anumită măsură uughiul de 
vedere — conținutul unei noțiuni = totalitatea determi- 
nărilor obiectului redate în noțiune. Or aceasta presupune 
că orice noțiune are un ‚conținut obiectiv”, ceea ce conform 
cu utilizarea largă a termenului „„noțiune”' nu este admisi- 
bil. O „notă” poate fi obiectivă sau doar se presupune că e. 
Rezultă că trebuie să rămînem la prima definiție. 

Ce este „sfera noțiunii” ? Putem avea două înțelesuri (cel 
puțin): 

a) mulțimea obiectelor la care noțiunea se poate în genere 
(prin definiție) aplica, 

b) mulțimea obiectelor la care ştim că noțiunea se aplică 
la un moment dat. 

Oricât ar fi de interesant primul sens eu cred că el nu convine 
utilizării tradiţionale. În mod tradițional se specitică la 
ce anume obiecte se referă noțiunea şi această specificare 
se făcea nu atît luînd obiect cu obiect ci luînd „specii de 
obiecte” (care evident sînt în număr finit). Sfera noțiunii 
A se referă la obiectele din speciile A,, Ap, ... 4,. Cât 
putem enumera? Atîtea cîte specii cunoaștem. Dacă des- 
coperim o nouă specie ale cărei obiecte sînt în acord cu 
noțiunea extindem sfera noțiunii. Care este sfera noțiunii 
„vertebrat”? Sfera noțiunii vertebrat = (mamifere, păsări, 
peşti, reptile, ...). Acest procedeu se bazează deci pe 
clasificarea deja făcută a obiectelor. Putem obiecta acestui 
procedeu că e sau insuficient sau de prisos. Ar fi insuficient 
prin relativitatea sa la ceea ce ştim la un moment dat, 
ar fi de prisos deoarece definiția noțiunii e suficientă pentru 
a ne arăta dacă un obiect dat face sau nu parte din sfera 
noțiunii. În ce privește definiția se poate întîmpla ca ea 
să intre în conflict cu „conținutul noțiunii”. Se poate ca 
„conținutul noțiunii” să nu fie consistent (să cuprindă 
note contradictorii) şi prin urmare să ne aflăm în încurcă- 
tură cînd un obiect care satisface definiția, nu satisface o 
anumită notă. 

Un procedeu independent de definiţie şi, în genere, relativ 
independent de conținutul acordat la un moment dat nu 
e de prisos. Că între „sferă” şi „conținut” se pot ivi contra- 
dicții acest lucru nu este exclus. 
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Nu mai discutăm despre faptul că la conținutul noțiunii 
trebuie să aparțină şi ideea că obiectele respective fac 
parte fie din specia A,, fie din specia A;, ... fie din specia 
A. 

Ideea că omul este sau alb sau negru sau galben face parte 
din conținutul noțiunii de „om”. În acest fel sfera este 
strîns legată de conținut. Conceptul (ca sens al termenului) 
nu pretinde la un înțeles atît de bogat, el este sensul dat 
printr-o definiție asociată termenului. Numesc „triunghi” 
poligonul cu trei laturi şi trei unghiuri. Aş putea asocia 
altă definiție echireferentă (echidenotantă) cu aceasta. 
Sensul e dat de expresia „poligonul cu trei laturi şi trei 
unghiuri”. Nu ne interesează alte note generale sau speci- 
fice ale noțiunii de triunghi. Relativitatea poate interveni 
acum din aceea că pot fi alese pentru acelaşi termen dife- 
rite definiții. Nu riscăm nici o contradicție dacă sfera con- 
ceptului va fi luată ca mulțimea obiectelor care satisfac 
definiția. 


Comprehensiunea. Acest termen a fost cînd identificat cu 
intensiunea (deci opus clasei, extensiunii) cînd cu conținu- 
tul noțiunii. 

Am putea să-i dăm o semnificație obiectivă: totalitatea 
determinărilor denotatului. Se înțelege vom face aceasta 
dacă efectiv vom avea nevoie de un astfel de termen. 
Dacă-l identificăm cu „conținutul noțiunii” atunci el 
devine pur şi simplu un alt mod de exprimare. 

Din cele de mai sus rezultă că putem să creăm un statut 
aparte termenilor utilizați indicaţi mai sus. În conformi- 
tate cu cele precizate vom avea următoarele raporturi: 
a) sfera noțiunii nu poate depăşi extensiunea ; 

b) conceptul termenului face parte din conținutul noți- 
unii ; 

c) intensiunea este reprezentată de o notă a noțiunii (o 
notă definitorie) ; 

d) noțiunea este cuprinsă cel puțin în parte în conținutul 
cognitiv al termenului. 


Tipuri de termeni. 


1) Termenii singulari sînt fie nume proprii fie descripții. 
Astfel „Ştefan cel Mare”, „„Napoleon” sînt nume proprii. 
„„Învingătorul de la Vaslui din anul 1475” şi „învingătorul 
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de la Austerlitz” sînt descripții. Termenii singulari pot 
desemna indivizi sau agregate de indivizi sau orice entități 
despre care putem spune că au singularitate (unicitate), 
adică entități cu extensiune singulară. 

Termenul „poporul englez” este singular, deşi nu s-ar pu- 
tea spune că desemnează individul în sensul obişnuit. 
Denotatul termenului singular este elementul unei clase 
singulare. Problema naturii unui astfel de element poate 
prezenta interes pentru evitarea unor dificultăți (confuzii 
sau chiar paradoxe). 

O clasă, de exemplu, poate fi considerată, aşa cum a arătat 
Russell, ca multiplicitate (pluralitate) sau ca unu. O pro- 
prietate poate fi considerată distributiv sau ca o entitate 
singulară. 

Sensul termenului singular este dat de definiția asociată, 
dacă nu este descriptiv, sau este exprimat nemijlocit de 
descripție dacă este descriptiv. Definitorul unui termen 
singular este în acest sens descripția asociată. Astfel, sensul 
(conceptul) termenulu; „Ştefan cel Mare” este dat de de- 
scripția „învingătorul de la Vaslui din 1475”. 

Se poate distinge între diferite singularități ca între entități 
de diferite tipuri (în sensul unei ierarhii) însă nu neapărat 
după regulile date de Russell. Dealtfel numai în acest 
sens putem asocia fiecărui termen un singur denotat. 

În ce priveşte descripțiile ele au fost tratate în mod diferit 
după cum se va vedea din cele ce urmează. 


Problema descripțiilor. Feluritele metode de tratare a de- 
scripțiilor sînt rezumate de Carnap în Semnificație și necesi- 


tate. O descripție are forma (1x)...x... . Ea poate 
avea unicitate sau nu. Dacă are unicitate ea satisface con- 
diția : 

Jyyx(— — x — — .=.x%=?2) 


a) Hilbert și Bernays admit descripția numai după ce i 
s-a demonstrat unicitatea. 

Carnap arată că aceasta lasă o imprecizie în regulile de 
formare, căci nu știm dinainte de a demonstra unicitatea 
ce este expresie şi ce nu e. De exemplu, nu știm dacă 
„F(xD(x))” este sau nu propoziție. 

b) Russell ia condiția de unicitate ca o condiție de adevăr 
a.propoziţiilor de forma indicată (F(x D (x))))) : 

(39) [va — x —)= (x =y)& —— v 
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Descripțiile sînt definite în contextul celor două propoziţii. 
c) Frege adoptă două metode pentru tratarea descripțiilor 
care nu satisfac unicitatea : 

— descriptul este clasa de entități care satisfac matricea 
descripției (— —x— —), 

— se alege un descript, ex. 0 (zero) pentru expresii numerice 
(propusă chiar de Frege), Ø (clasă vidă) pentru expresii 
de clasă (Quine), lucrul vid a pentru expresii asupra obiecte- 
lor fizice (Carnap) sau se lasă alegerea deschisă (2*) (Caruap). 
n ce ne priveşte vom accepta că expresiile de torma 
(ix) F(x) sînt descripții singulare, ele se pot referi la orice 
fel de singularități (indivizi sau agregate de indivizi sau 
clase luate ca unu etc.). Prin urmare, x este aci o variabilă 
obiectuală, dar nu neapărat individuală, În ce priveşte 
extensiunea şi intensiunea Carnap consideră individul 
ca extensiune, iar conceptul individual ca intensiune. 
În fine, vom pune problema extensiunii şi intensiunii. 
Carnap identifică perechea dată de Frege și Church {deno- 
tat, concept? respectiv cu Țextensiune, intensiune), în spe- 
ță (individ, concept individual}. Teoria mulțimilor ne 
oferă totuşi posibilitatea de a diferenția între elementul 
clasei singulare și clasa corespunzătoare. Prin urmare, 
putem considera elementul ca denotat, iar clasa singulară 
ca extensiune. 

Dacă avem numele ,„,„Napoleon” atunci individul Napoleon 
va fi denotatul iar clasa Napoleon va fi extensiunea. 
„Napoleon” ca avînd denotat (ca nume al unui obiect) 
va putea fi utilizat în contexte diferite fără a se schimba: 
— Napoleon este învingătorul de la Austerlitz, 

— Napoleon e {Napoleon}. 

— Napoleon are proprietatea de a fi învingătorul de la 
Austerlitz. 

Denotatul este deci invariant în raport cu diferite contexte 
care-l corelează cu un descript, cu o clasă (extensiune) 
sau cu o proprietate (intensiune). 

Observăm, în sfîrşit că dacă entitatea are atît nume pro- 
priu cât şi nume descriptiv nu se presupune că ştiind pe 
unul putem ști imediat pe celălalt decît dacă efectiv cunoaş- 
tem o definiție care-i corelează. 


2) Termeni generali. Aceştia sînt termenii care au ca ex- 
tensiune o clasă cu mai mult de un element: „Om”, „Ani- 
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mal”, „Regiment'” ş.a. Frege nu se ocupă de termenii 
generali în acest sens, el îi abordează în context funcțional, 
ex. ,Om(x)”, iar Carnap le atribuie doar extensiune (cla- 
sa) şi intensiune (proprietatea). 

Am stabilit deja că în contextele în care acești termeni se 
comportă ca generali (deci în contextul silogistic) denotatul 
este generalul (o entitate abstractă de ordinul doi). 

Care este sensul (conceptul) termenului general? 

În mod firesc el ar trebui să fie referirea prin proprietatea 
(generală) la denotat, o'proprietate care să fie intensiunea 
clasei. Oricărei clase îi corespund mai multe intensiuni. 

Problema care se pune este dacă sensul este dat de rapor- 
tarea prin intensiunea termenului așa cum e sugerată 
imediat de denotat sau printr-o proprietate mai simplă 
definitorie ? 

Prima variantă este adesea insuficientă, căci denotatul nu 
este suficient definit de modul în care am conceput inten- 
siunea sa. Aceasta înseamnă că termenului „om” îi cores- 
punde mai degrabă o noțiune (nedefinită) decît un concept 
definit. 

Această noțiune se referă la „proprietăți fizice” (= relative 
la forma fizică, la organismul uman), „proprietăți subiec- 
tive” şi determinări relaționale. Denotatul fiind agregatul 
tuturor acestora el poate fi mai bogat sau mai sărac în 
determinări după cum ele sînt compatibile cu definiția 
aleasă. Pentru noi „omul” este omul pămîntean, dar cine 
spune că nu s-ar găsi ființe care să fie în cele mai multe 
privințe asemenea omului cu excepția să zicem a număru- 
lui de membre? 

Este necesar să alegem o proprietate mai simplă care să 
grupeze în jurul ei toate proprietățile compatibile cu ea, 
mai precis care să lase deschisă această posibilitate. 

n cazul omului putem alege mai multe definiții „a fi ani- 
mal rațional” „a fi constructor de unelte” ș.a. 
Denotatul termenului ,„Om” va fi acum exact acel agregat 
de proprietăţi compatibile cu conceptul. În concluzie, 
nici noțiunea, nici intensiunea sugerată imediat de ter- 
menul „om” nu pot fi luate ca punct de plecare pentru 
introducerea sensului (conceptului). Ca şi în cazul expresiilor 
individuale este nevoie să asociem o expresie definitorie, 
aceasta va da sensul (conceptul) ; de exemplu: 

Om = 1x Animal Raţional (x) 
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Acesta înseamnă că denotatul om este acea entitate x 
astfel că ea are proprietatea (conține proprietatea) de A Fi 
Animal Raţional. (Variabila x este utilizată aci într-un 
sens larg pentru orice fel de entități.) 


3) Termenii categoriali. Mult mai complicată este problema 
termenilor categoriali („spațiu”, „timp”, „„materie”, „for- 
mă” ş.a.) Ei nu pot determina clase de lucruri concrete 
(clase de individuali sau de agregate). Am abordat în lu- 
crarea Filozofie și logică problema acestor termeni. Concluzii- 
le de acolo depind de o supoziție — predicat = predicat 
de lucruri concrete. Or această supoziţie ni se pare acum 
prea strictă şi în orice caz noi putem adopta o convenție 
mai largă, de exemplu, conformă cu teoria tipurilor. Vom 
înţelege prin predicat „predicat de ordinul n”. Principiul 
clasificărilor ierarhice este indispensabil semanticii. (Toate 
categoriile semantice vor fi ierarhizate corespunzător). 
Vom studia în special termenul „spaţiu'””. Se constată că 
acest termen nu se referă la vreo clasă de lucruri din uni- 
vers care ar fi „entități-spațiu”” și care în acest fel s-ar deo- 
sebi să zicem de clasa „entităților-timp””. Nicăieri nu găsim 
un „lucru-spațiu” sau un „,lucru-timp” printre alte lucruri. 
În acest sens, spațiul, timpul nu reprezintă clase și nici 
predicate. Să analizăm totuși mai îndeaproape lucrurile 
(fizice). Între altele noi putem constata că ele au astfel 
de proprietăți ca: 

— 2 m lungime; 

— 3 m lățime; 

— 5 m adîncime. 

Apoi unele proprietăți derivate : 

— suprafața de 6 m?; 

— volumul de 30 më. 

Astfel de proprietăți pot fi asertate despre lucruri concrete 
(ex. blocul „Eva”, orașul „,Bucureşti”, lacul ,„,„Herăstrău” 
ş.a.). 

A avea „n metri” sau „n metri pătraţi” sau „n metri cubi” 
aceasta înseamnă a avea anumite proprietăți. Aceste pro- 
prietăți însă fac parte dintr-o „clasă de proprietăți” sau 
alta și anume (respectiv) : „proprietăți de lungime”, „„pro- 
prietăți de lățime”, „proprietăți de adîncime”, „proprie- 
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tăți de suprafață”, „proprietăți de volum”. (Alte proprie- 
tăți pot fi de exemplu din „clasa culorilor”). 

Aceste clase de proprietăți sînt la rîndul lor subclase ale 
unei clase mult mai largi: „clasa proprietăților spațiale”. 
„Spaţiul”” este deci un termen care nu denotă lucruri con- 
crete, ci „proprietăți de un anumit tip”, altfel spus, el nu 
se referă la proprietăţi de indivizi (ord. unu), ci la „proprie- 
tăți de proprietăţi de indivizi” (ord. doi). Fie x, y, z, ... 
indivizi fizici. Fie apoi aserțiunile „x are 2 m”, „y are 3 m”. 
„A avea 2 m”, „a avea 3 m™ reprezintă proprietăți ale lui 
x. La rîndul lor „2 m” , „3 m” sînt proprietăţi de lungime, 
deci o anumită clasă de proprietăți. Proprietățile de lungime, 
de lățime sau de adîncime formează proprietăți spațiale. 
Universul proprietăților este despicat pe orizontală (în 
cadrul aceluiaşi nivel) sau pe verticală (la nivele diferite) 
în „tipuri de proprietăți”. Vom spune deci: 

„n metri este o proprietate a lui x” 

„proprietatea n metri este de lungime” 

„proprietatea de lungime este spațială” 

Putem simboliza în mod corespunzător : 

Doi metri (x) 

L (doi metri) 

Sp (L) 

Termenul „spațiu” poate fi introdus printr-o definiție 
extensională (se indică disjuncția speciilor) sau operațio- 
nală (în raport cu anuinite operații de măsură) sau osten- 
siv — inductiv. Toate aceste moduri de a introduce concep- 
tul „spațiu” sînt nepredicative. 

Fie definiția extensională: „Spaţiu este o proprietate 
de lungime, de lățime, sau de adîncime sau proprietăţi 
derivate de la acestea”. Putem presupune de aci că deno- 
tatul nu este nici o entitate singulară, nici o entitate ab- 
stractă de tipul „agregatului de proprietăți comune”, nici 
o entitate abstractă simplă, ci o entitate compusă disjunc- 
tiv. Despre o astfel de entitate putem face aserțiuni de 
acest fel: 

„spaţiul este tridimensional”, „spaţiul se contractă”, 
„spaţiul se dilată” ! ș.a. Toate acestea fac parte din actuala 
noastră noțiune de „spațiu”” (A se observa că ne-am referit 


la i în sensul intuitiv și nu în sensul abstract, n-dimen- 
sional 
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Intensiunea va fi şi ea dată de disjuncția respectivelor pro- 
prietăți în măsura în care aceasta este văzută distributiv 
ca determinînd o clasă de entităţi (de o specie deosebită). 
Nu insistăm asupra semanticii altor termeni categoriali, 
ni se pare însă că procedura utilizată mai sus poate fi 
generalizată, 


Probleme speciale pun termenii vizi („imaginari”, cum i-a 
denumit Frege), negativi, ideali și abstracți. Sugerăm doar 
că pentru termenii negativi denotatul ar putea fi ales 
obiectul ca altul, pentru cei vizi putem sau să nu adınitem 
denotat sau să admitem unul vid, pentru termenii ideali 
şi abstracții vom adopta soluțiile existente: „obiecte 
ideale” şi resp. „obiecte abstracte”. Am văzut că referentul 
termenului general este tot un obiect abstract, cel puțin 
în modul în care l-am ales noi. 

Clasele şi proprietățile (deci extensiunile şi intensiunile) 
pot deveni la rîndul lor referenți. În teoria mulțimilor clasele 
sînt referenți ai simbolurilor A, B, C, ...., după cum în 
teoria predicatelor proprietăţile sînt referenți ai simboluri- 
lor F, G, H,... 

„Clasa oamenilor”, de exemplu, are alt referent decât 
termenul „om”' — căci nu tot ce este valabil despre una 
este valabil şi despre alta. La fel „proprietatea Om” nu 
este totuna cu omul. 


Termenii „clasa Om”, „proprietatea Oin” şi „Om” nu sînt 
traduceri ale unuia și aceluiași lucru cum credea Carnap, 
ei au referenți deosebiți. Fiecare astfel de referent are la 
rîndul său extensiune și intensiune. Ca obiect abstract 
clasa Om se bucură de unicitate, este element al unei clase 
singulare şi nu mai este distribuită față de alte entități. 
Cu alte cuvinte, termenul „clasa Om” nu poate fi aplicat 
la mai multe entități care ar conține clasa Om, aşa cum e 
aplicat termenul „,Om”. Intensiunea acestui termen poate 
fi introdusă în mod obişnuit considerînd proprietatea 
(insuficient definită, dacă nu chiar nedefinită) „a fi clasa 
Om” sau proprietatea introdusă prin definiția care dă 
conceptul termenului. 

Această intensiune diferă de intensiunea denotatului Om, 
ca determinînd o clasă (o extensiune) cu un singur element 
(care la rîndul său este clasă). 

Analog stau lucrurile cu „proprietatea Om”. 
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4, SEMANTICA PROPOZIȚIILOR 


Ne vom limita (cel puțin provizoriu) la propozițiile cu con- 
ținut cognitiv (numite şi „,teoretice” sau „,descriptive” 
în opoziție cu cele „,pragmatice” sau „,prescriptive” ori 
„normative'”). O propoziție se referă la un obiect (deci 
are un referent) despre care asertează ceva (= afirmă sau 
neagă o determinare). 

Despre propoziție putem spune în uzul obişnuit că „,semni- 
fică ceva”, că „are un înțeles”, dar este forțat să spui 
că denumeşte ceva, sau „„desemnează ceva” sau „denotă 
ceva”. 

Fie propoziţia „2 X 2 = 4”, este ea nume pentru ceva? 
Evident că în măsura în care nu redefinim acest cuvînt 
(„nume”') nu se poate spune aşa ceva. S-ar putea spune că 
pentru ea relația de denumire (de desemnare, denotare) 
este mai degrabă implicită (presupusă), că destinația pro- 
poziției este alta, anume de a aserta despre un obiect cu 
ajutorul unor nume (pentru obiect, pentru proprietățile 
corespunzătoare). 

Cînd spunem că propoziția asertează ceva înţelegem că 
ea are un sens pe care-l afirmă sau îl neagă. Sensul propo- 
ziţiei se mai numeşte şi informație sau judecată. 

Oricît ar părea de ciudat termenii „a aserta”, „a informa”, 
„a judeca” diferă întrucîtva de sens, deși, evident, fiecare 
dintre ei conțin ideea de sens. Încercăm să delimităm 
aceste nuanțe care logic pot să nu prezinte interes, dar 
care ni se pare că există. 

„A aserta” pare a însemna că raportăm o determinare la 
obiect, „a judeca” pare să însemne că noi formăm o jude- 
cată despre obiect (corelăm două sau mai multe concepte), 
cu alte cuvinte „a judeca” pare a surprinde actul intelec- 
tual ca atare în care raportarea la obiect este indiferentă, 
deşi presupusă. La rîndul său „a informa” are înțelesul 
de a transmite cuiva sensul. Prin urmare asertarea implică 
o considerare a sensului în raport cu obiectul, judecarea 
are în vedere actul intelectual formativ (raportul cu obiec- 
tul fiind presupus), iar informarea înseamnă raportarea 
sensului propoziției la un subiect receptor. 

Importante pentru psihologie sau teoria cunoaşterii, dife- 
rențele dintre cei trei termeni pot fi neglijate logic. Ca 
urmare, sensul propoziției poate fi numit „„judecată”, 


Semantica logică 295 


„informație” sau chiar „aserțiune”” Uneori termenul ,jude- 
cată” coincide cu cel de „„gînd” sau „,idee” (luat în înțeles 
special). 

Am văzut că un termen poate să fie vid sau nu. Există 
ceva asemănător și în cazul propoziției ? Situaţia este ceva 
mai complicată. O judecată este raportare (mintală, prin 
intermediul conceptelor) a cel puțin două entități (obiecte 
luate ca întreg și proprietăţi, determinări). În consecință 
putem avea următoarele situaţii : 

a) există obiectul, există determinarea şi are loc relația 
între ele; 

b) există în genere obiectul, există în genere deterininarea 
dar nu are loc relația între ele; 

c) nu există obiectul, există determinarea însă nu are loc 
relaţia ; 

d) există obiectul, nu există determinarea și deci nu are 
loc relaţia ; 

e) nu există nici obiectul, nici determinarea şi, prin urmare, 
nu poate avea loc relația. 

Exemplificăm fiecare caz în parte: a) ,,Omul este animal 
rațional”, b) „Pătratul este rotund”, c) Centaurul este 
patruped”, d) „Cocoșul este supranatural”, e) „Jupiter este 
zeu”. 

Am luat propoziţii de formă afirmativă însă aceasta nu 
prezintă vreo importanță. 

Propoziția de tipul e) este evident vidă în cel mai deplin 
înțeles al cuvîntului, propoziţiile c) şi d) sînt însă vide 
numai în parte (prima este vidă în ce priveşte subiectul, 
a doua este vidă în ce privește predicatul). Pentru nuanțare 
am putea să le numim „semivide”. Propoziția a) nu este vidă 
în nici o privință, iar b) este vidă în sensul că nu are loc rapor- 
tul considerat între subiect și predicat. Cînd propoziția 
se află în cazul a) se spune despre ea că este adevărată, 
cînd ea se află în cazul b) spunem despre ea că este falsă. 
Termenii astfel înțeleşi corespund cu modul îi care Aristotel 
însuşi i-a definit. Trebuie oare să extindem termenul fals 
şi la celelalte trei cazuri? B. Russell considera cazul c) 
ca fiind un non-sens. Justificarea acestei afirmații lipsește 
în textul lui Russell, 

Am abordat într-un studiu problema propozițiilor cu ter- 
meni vizi. Revin asupra ei din același unghi de vedere. 
Să considerăm nai întîi propoziția d) care pare mai la 


Teoria sistemelor logice 296 


îndemâînă pentru relevarea aspectelor care urmează. Formăm 
negativa exemplului respectiv: ,Cocoşul nu este supra- 
natural’. Vom fi de acord că aceasta este adevărată, 
că pentru respingerea multor judecăți avem nevoie de 
asertarea unor astfel de negaţii. Nu vedem de ce să califi- 
căm această negație ca adevărată și să nu calificăm afir- 
mația corespunzătoare ca falsă. Propoziția c) implică supo- 
ziția că Jx Centaur (x), or această supoziție este falsă și 
deci respectiva propoziție este falsă. Analog pentru propo- 
ziția d). În concluzie, termenii „„adevăr” şi „fals” se pot 
extinde asupra celorlalte propoziții cu precizarea că se 
impune o gradare a lor; propoziția b) fiind falsă în mod 
obişnuit, iar restul avînd un fals mai puternic (logic false). 
Pentru definiția „adevărului” se utilizează uneori expresiile 
„are loc” şi „stare de fapt”. Se spune că o propoziţie este 
adevărată dacă starea de fapt corespunzătoare are loc. 
Astfel, „iarna ninge” corespunde unei stări de fapt (ninsoarea 
în timpul lunilor de iarnă). Poziţia termenului „stare de 
fapt” nu este prea clară în semantică. Faptul că uneori 
se spune „propoziția desemnează o stare de fapt” s-ar 
putea să ne inducă în eroare şi s-o considerăm ca referent. 
Or în acest caz ideea de „sens al propoziției” n-ar avea rost. 
Propoziția „,lon este om” exprimă starea de fapt „că 
Ion este om”. Ar fi însă o limitare cu consecințe destul 
de neplăcute să spunem că propoziţia are ca referent starea 
de fapt. Aceasta ar fi ca şi cun în cazul descripțiilor am 
lua nu entitatea singulară ca denotat ci complexul „individ- 
descripție”. 

De exemplu, pentru „Învingătorul de la Austerlitz” refe- 
rentul ar fi complexul: învingătorul-de la-Austerhiz şi nu 
pur și simplu individul Napoleon. În acest caz, n-ar putea 
exista două concepte cu același denotat, iar în cazul pro- 
poziției n-ar putea exista două judecăți cu acelaşi referent. 
„Ştefan cel Mare a învins pe turci la Vaslui în 1475” şi 
„Ştefan cel Mare s-a urcat pe tron în 1457” ar trebui să 
se refere la lucruri diferite dacă starea de fapt ar fi referent. 
Vom spune deci că propoziția se referă la un obiect și 
că exprimă o stare de fapt a obiectului. Starea de fapt 
este conținutul obiectiv al ideii de sens. Ea este complexul, 
„obiect-determinare” exprimat în judecată. Următoarele 
fraze (frază în sensul utilizat uneori în logică) sînt echiva- 
lente: „starea de fapt vizată are loc”, ‚propoziția este 
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adevărată”, „propoziției îi corespunde starea de fapt de- 
scrisă”, „determinarea este adevărată despre obiect”. Deoa- 
rece sensul unei propoziții (judecata) este despre referent 
noi putem spune că „sensul este adevărat despre referent”, 
ceea ce ne duce la concluzia că adevărul este un raport 
între sens şi referent. Despre stările de fapt se spune că 
sînt prezente sau absente, ceea e înseamnă respectiv ace- 
laşi lucru cu „are loc”, „nu are loc”. După diviziunea 
operată de Russell, stările de fapt pot fi „atomare” sau 
„moleculare! — ex. pentru „,F(x)'”” vom avea clasa stărilor 
de fapt atomare, iar pentru „F(x) & G(x} vom avea clasa 
stărilor de fapt moleculare (conjuncte). 


Tipuri de propoziții 

1) Propoziţii simple categorice. Pentru propozițiile singulare 
alegerea referentului este în acord cu intuițiile noastre 
obişnuite. De exemplu, obiectul la care se referă propoziția 
„Ştefan cel Mare a fost un mare domnitor român” este 
în mod firesc individul Ştefan cel Mare. Nu la fel de 
simplu stau lucrurile cu alegerea pentru propoziţiile parti- 
culare şi generale. 

Propoziţiile de forma „„Unii S sînt P” par să se refere 
la obiectul desemnat de S, or dacă S ar fi referentul, el 
ar trebui luat în toată extensiunea sa (ceea ce nu e cazul). 
Fie propoziția „Unii oameni sînt sportivi”. Este vorba 
aci despre om? Nu. Ne referim la o „parte a oamenilor”. 
nseamnă aceasta că referentul este o subclasă a extensiunii 
termenului „Om”? Avînd în vedere distincţiile făcute mai 
sus nici această soluție nu poate fi acceptată. Am putea 
spune că referentul nu este determinat sau cel puțin că el 
nu poate fi determinat numai de expresia „unii oameni”, 
ci trebuie să avem în vedere întreaga propoziţie. În acest 
caz omul sportiv ar fi cea mai bună alegere. Pentru pro- 
poziția „unii oameni sînt muritori”, referentul ar fi omul 
muritor. 

Propoziția particulară ne mai spune că extensiunea refe- 
rentului este o subclasă a extensiunii termenului subiect. 
O subclasă însă poate fi şi identică cu clasa ca în cazul 
expresiei „unii oameni sînt muritori”. 

Pentru judecățile generale referentul este în mod normal 
denotatul subiectului. 

Care este acum extensiunea şi respectiv intensiunea respec- 
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tivului referent? Are propoziția extensiune şi respectiv 
intensiune în genul termenilor? 

Carnap soluţionează problema pozitiv, dar el redefineşte 
termenii în aşa fel încît sînt de nerecunoscut, iar, pe de 
altă parte, el elimină perechea (referent, sens}. Extensiu- 
nea este valoarea logică, iar intensiunea este judecata. 
În contextul limbajului logic o asemenea alegere poatesă 
fie normală, în contextul unuilimbaj natural ea însă şochează. 
Fără a sacrifica perechea Țreferent, sens) credem că putem 
face următoarea alegere. 

Pentru propoziția singulară extensiunea este clasa singulară 
corespunzătoare referentului, pentru propoziția particulară 
extensiunea este clasa față de care se distribuie referentul. 
Astfel, „omul sportiv” are ca extensiune clasa indivizilor 
umani sportivi. 

Propoziția universală are ca extensiune clasa corespunză- 
toare subiectului. 

Specificul propoziţiilor particulare și generale constă în 
aceea că ele implică trimiteri directe la extensiune (,„,unii”, 
toţi”). 

Propoziția particulară poate fi citită: „S luat într-o parte 
a extensiunii sale este P”, iar cea generală: „S luat în 
toată extensiunea sa este P”. În cazul judecăților generale 
ne putem dispensa de trimiterea directă eliminînd expresia 
„toţi”. De exemplu, putem spune „Omul este muritor” 
în loc de „toți oamenii sînt muritori”. 

Odată ce am rezolvat problema extensiunii, alegerea inten- 
siunii nu mai prezintă dificultăți. 

În cele de mai sus ne-am ocupat doar de propoziţiile simple 
categorice. Propoziţiile de relație, propoziţiile compuse, 
propozițiile modale şi propoziţiile deschise pun probleme 
specifice. 

De exemplu, în cazul propozițiilor compuse putem avea 
propoziţii cu același subiect şi atunci problema referentu- 
lui se rezolvă simplu întreaga propoziție avînd un referent, 
dimpotrivă apar complicații cînd propozițiile diferă ca 
subiect. 

Nu este în intenția noastră să tratăm aci semantica unor 
astfel de propoziţii. Dimpotrivă ne vom opri (în virtutea 
faptului că problema a preocupat într-o oarecare măsură 
pe o serie de logicieni) asupra propozițiilor pe care le vom 
numi provizoriu „,subiective”. 
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2) Propozițiile subiective. Frege şi Carnap s-au ocupat şi 
de o clasă specială de propoziții. Aceste propoziţii conțin 
utilizări indirecte ale unor expresii. Ele au formele: „x 


spune că ...”, „x arată că „x ede părere că ...”, 


„„% e convins că  .„X crede că >” „% conchide că 
.”, „% cunoaşte că ...', „x ştie că ...", „x îşi imagi- 
nează că...” ș.a. Fie propoziția „Copernic credea că orbi- 


tele planetelor sînt cercuri”. Conform cu metoda adoptată 
de noi referentul ei este pur şi simplu obiectul desprecare 
vorbeşte (Copernic), iar judecata este informația despre 
Copernic (ne transmite o convingere a lui Copernic). Frege 
consideră că semnificația acestei propoziții este sensul 
expresiei „orbitele planetare sînt cercuri” (la ele se referă 
Copernic). În acest caz însă noi avem în vedere referen- 
tul convingerii lui Copernic şi nu pe al propoziției despre 
Copernic. Sensul unei asemenea propoziţii este în concepția 
lui Frege sensul expresiei: „sensul propoziției orbitele 
planetare sînt cercuri”. 

În acest caz avem de ales: sau perechea lui Frege — seinni- 
ficație, sens — nu e aceiași cu perechea noastră — referent, 
sens— sau teoria lui este greşită. Teoria lui ar fi greșită 
dacă ar fi contradictorie, or ea nu este contradictorie. 
Prin urmare, n-o putem respinge teoretic, ci doar pragma- 
tic ca fiind neadecvată sau incomodă pentru scopurile 
propuse. Perechea noastră este, în concluzie, diferită de 
perechea lui Frege. Dacă există intersecții este altceva. 
Pentru propoziții în genere vom prelua și perechea (semni- 
ficație, sens) dată de Frege, însă nu o vom confunda cu 
referent, sens. Nu considerăm că este adecvat contex- 
telor, limbajului natural (şi chiar unor contexte științifice 
speciale) să spunem că propoziția desemnează adevărul 
sau falsul. Dacă am trata astfel limbajele naturale s-ar 
obține sau o interpretare extrem de greoaie (inutilizabilă) 
sau absurdități. De exemplu, propoziţia „Omul este rațio- 
nal’ informează despre adevăr este în contextul natural o 
absurditate sau cere să schimbăm într-un mod de nerecu- 
noscut sensul termenului „adevăr”' pentru a o face inteli- 
gibilă. 

Pentru Carnap adevărul este extensiunea propoziției, ceea 
ce iarăşi iese cu totul din uzul curent şi nu e în acord cu 
dezvoltarea logicii. Logica a evoluat în genere pe lîngă 
tendințele reducționiste, cel mult ea a acceptat anumite 
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vorelații foarte strînse între categoriile semantice însă în 
cele din urmă ea a trebuit să depășească „reducționis- 
mul”. 

Conceptul de adevăr va fi studiat de noi într-un paragraf 
special. 


5. ALTE EXPRESII 


Am discutat mai sus despre termeni și propoziții, există 
încă o clasă de expresii pe care de asemenea trebuie s-o 
avem în vedere — anume expresiile „incomplete” (conjuncţii, 
locuţiuni adverbiale, semne auxiliare). 

Vom spune despre astfel de expresii că au referent, că desem- 
nează ceva numai în combinaţie cu alte expresii. În anumi- 
te cazuri li se poate acorda referent (denotat) cu un anumit 
grad de independenţă. Ele sînt mai aproape de termeni şi 
putem chiar să le numim „termeni incompleți””. Semnul 
„ X” desemnează în aritmetică operaţia de înmulțire, dar 
termenul complet este „a Xb”. Cuvîntul „de” nu are refe- 
rent independent, el ajută la constituirea unor expresii, 
ex. „de la București la Ploieşti”. Combinația „de la... 
pînă la” indică un interval, ei i se poate deja atribui un 
referent. Vom conveni că termenilor incompleţi li se asocia- 
ză referenți cu diferite grade de independență (inferioară 
independenței referenților pentru termeni compleți) începînd 
de la zero, cum e cazul cu semnul de paranteză şi continu- 
înd cu expresii ca „de”, „la”, „pînă” care deși n-au refe- 
rent propriu par deja să sugereze un gen de referent, pen- 
tru ele am putea să atribuim gradul 1 de independență, 
ş.a.m.d. Semnele „+, „şi”, „sau” ş.a. vin imediat după 
termenii compleți, ele au aşadar un grad foarte nare de 
independență. 


6. SISTEME SINTACTICE ȘI CONCEPTE 
SEMANTICE 


O serie de noțiuni semantice sînt raportate la formele sin- 
tactice (în speţă „sistem sintactic”), Avem aci categoriile 
de „model semantic” şi „,interpretare”. Uneori cei doi 
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termeni se identifică. Ideea de „model semantic” poate fi 
înțeleasă în trei feluri : 

a) ca mulțime de entități la care raportăm funcțional 
mulțimea obiectelor şi secvențelor de obiecte ale sistemu- 
lui sintactic; 

b) ca o teorie intuitivă (cu conținut) care este asociată unui 
sistem sintactic după anumite reguli de corespondență; 
c) ca sistem de entități care transformă în teorie adevă- 
rată sistemul formal. 

În ce priveşte „interpretarea” noi o putem considera strict 
ca aplicație a unui sistem sintactic S în mulțimea entități- 
lor M. În acest fel interpretarea este o funcție complexă 
determinată prin reguli de corespondență. 

Cu acestea am trecut în revistă principalele categorii seman- 
tice. Revine acum să adîncim studiul lor în funcţie de 
clasificarea expresiilor şi mulțimilor de expresii şi mai ales 
să studiem diù punct de vedere semantic limbajul logicii. 
Înainte de aceasta însă vom exemplifica şi tipuri de pro- 
poziții semantice şi de demonstrații în semantica logică. 


7. METAPROPOZIȚII SEMANTICE 


Pe lîngă termenii semantici există, se înțelege, propoziţii 
(metapropoziţii) semantice. 

Mai întîi aşa-numitele reguli semantice (reguli de desemnare, 
reguli de adevăr, reguli de interpretare) vor fi „postulate 
semantice”. Ex. „variabilele p, q, 7, ... vor avea ca refe- 
rent entități din mulțimea {v, f} şi anume nu amândouă 
deodată” (regulă de desemanre), „dacă p =v şi qg =v 
atunci p &q = v’ (regulă de adevăr). 

O altă clasă de propoziții semantice vizează definiția ter- 
menilor semantici (referent, sens, adevăr, model). 
Ca şi propoziţiile sintacticii, propoziţiile semanticii pot fi 
descriptive sau generale. De exemplu, propoziţia „p v $ 
este o propoziţie logic adevărată” este descriptivă (ea se 
referă la o anume propoziție din limba ajul logic). Dimpo- 
trivă „orice propoziție de forma A v A este logic adevă- 
rată” este generală. 

Demonstrația faptului „că p v $ este propoziţie logic 
adevărată” se face pe baza regulilor semantice care se 
referă la disjuncție şi negație. (A se observa că penttu 
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denumirea formulei am folosit procedeul numelor auto- 
nime). 

În ce priveşte limbajul se impun încă unele precizări. 
Fie LP şi expresiile: p = p, p =q, p V p, . Operînd 
numai cu asemenea expresii putem da impresia că încă 
nu avem un limbaj deoarece acestea sînt simple formule 
din sistemul sintactic. Într-adevăr, dimensiunea seman- 
tică a limbajului este implicită nu explicită. 

Cînd cineva spune: „p v p” eu înțeleg „prin aceasta că 
„asertez propoziţia p sau propoziția $”. Înţeleg acest 
lucru cu condiția că dimensiunea semantică a limbajului 
a fost introdusă anterior. Termenul ,„,Om” este înțeles 
numai dacă am învățat deja să-l corelez cu un referent. 
Relaţia cu referentul nu este însă redată de acest cuvînt 
ea este implicată prin utilizări repetate. Explicitarea rela- 
ției se face în metalimbaj, unde expresia este pusă față în 
faţă cu referentul său care este redat în alte cuvinte ce 
nu țin de limbajul obiect. 


8. SEMANTICA LIMBAJELOR FORMALIZATE 


Vom trece în revistă trei tipuri de limbaje formalizate: 
limbajul aritmetic constant, limbajul simbolic în genere, 
limbajul logicii. 

(1) Limbajul aritmetie. Principala problemă a unui ase- 
menea limbaj este formarea termenilor în diferite sisteme 
de numerație. 

Avem ca simboluri pentru obiecte cifrele. În funcţie de 
numărul cifrelor elementare regulile semantice pentru ter- 
menii compuşi vor diferi. Să urmărim semantica sistemu- 
lui binar, adică sistemul cu două semne elementare obiec- 
tuale 0, 1. Fie o mulţime de obiecte speciale (steluțe): 
(A) {* * * * * * x x * 

Aceste obiecte sînt comode deoarece nu diferă decît prin 
poziție („coordonatele spațiale”). 

În cazul sistemului binar regulile semantice sînt : 

a) simbolul ,0” va desemna cardinalitatea mulțimii vide, 
b) simbolul ,„1” va desemna cardinalitatea mulțimii sin- 
gulare {x}, 

c) O secvență a,„ān—ı...4ı va desemna cardinalitatea unei 
mulțimi finite (x, %2 %) (unde k > 0). 
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Fie această secvență S. Ea poate să aparțină limbajului 
binar (L), adică S e L, sau unui limbaj n-ar Lẹ, (n > e), 
adică S e L,„. Ce deosebire este între „S în Ly şi „S 
in L,” sub "aport semantic ? i 
Deosebirea constă în faptul că un simbol elementar 4, e S 
va desemna în funcție de poziţia sa p din secvenţă nü pur 
şi simplu cardinalitatea unei mulțimi, ci cardinalitatea 
unei mulțimi de „ordinul p”. Completăm deci regulile 
semantice : 

d) Dacă un simbol a (a = 0 sau a = 1) ocupă în secvența 
S locul de rang p atunci va desemna cardinalitatea mulțimii 
de ordinul p. Ce este însă acest „ordin p”? Fiind dată 
o mulțime de obiecte, să zicem (A), elementele ei pot fi 
grupate după criteriul u-tuplelor (cupluri, triplete, cvadru- 


pla etc.). 
Fie M o mulţime de n-tuple (cu elemente n-tuple) (n = 1 
sau n = 2, ...): (1) mulțimea formată din elemente singu- 


lare va fi de ordinul unu, (2) dacă grupăm elementele unei 
mulțimi M în n-tuple atunci obținem o mulțime de un ordin 
mai înalt decît M. 

În acest fel obținem o ierarhie a mulțimilor după criteriul 
grupării în n-tuple. g 
Principiu. Se aleg atîtea cifre (elementare) cîte elemente 
conține n-tuplul (la n elemente, n cifre). 

Teoremă. O secvență cuprinde atîtea cifre (elementare) 
cîte ordine există. Mulțimile de diferite ordine pot fi 
dispuse astfel (în ordinea apariției) : 

M, Ma, ..., Mp(M, (i <p) din şir poate fi şi vidă). 
Secvența este ordonată de la dreapta la stînga (Aceasta 
este, se înțelege, o convenție comodă). 

Acum considerăm că regula (d) este clară. Vom aplica 
regulile (a)-(d) la mulțimea A. 
Criteriul de grupare este „,cupluri”. Prin gruparea lui. A 
obținem o mulțime M, cu patru cupluri şi o mulțime M, 
cu un element singular. 

M, = {*} 

Dacă T A obținută Serme gruparea în cupluri ąpli- 
căm din nou criteriul şi obținem o mulțime M, formată 
din două cupluri de elemente din M,: 


M, = (00 =), ce), Re), <* =) 
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În fine din aceasta obținem o singură mulțime și anume 
una singulară M,: 

Ma ICE e 5 (E ce ID 

Avem deci secvența de mulțimi M, M, M, Ma. 

O mulțime din secvență va fi vidă dacă şi numai dacă ea 
este sau o mulțime inițială vidă sau este făcută vidă prin 
absorbția tuturor elementelor ei în mulțimea de ordin 
superior. 

Prin regulile a) şi b) noi nu putem avea decît mulțimi vide 
şi mulțimi singulare. 

Prin regulile a), b), d) vom asocia fiecărei mulțimi simbolul 
corespunzător, iar prin regula a) vom dispune cifrele în 
ordinea indicată. 

M, ={*} Mol 

M> =) M, > 0 

Ma=() Ma > 0 

M, = {a} M,œ~1 

Secvența va fi deci 1001. Această expresie reprezintă car- 
dinalitatea mulțimii A. 

Aşadar denotatul oricărei expresii cifrice va fi un obiect 
abstract „cardinalitatea” (ca proprietate a mulțimii). Deno- 
tatul poate să fie conceput însă şi altfel, în spiritul lui 
Frege-Russel]l ca o „clasă de echivalență”, sau ca „individ 
abstract”. Toate trei procedeele de a acorda denotat expresii- 
lor cifrice pot fi aplicate. Cel aplicat de noi este un procedeu 
genetic. 

În cele de mai sus noi ne-am limitat la un limbaj L}. Siste- 
mul se poate extinde la orice Z,. 

De observat este că semantica noastră este formulată în- 
tr-un metalimbaj care presupune deja în componenţa -sa 
limbajul Lio (ca limbaj de referință). Noi nuam dat sis- 
temul de reguli semantice decît pentru semne elementare 
şi pentru operația de juxtapunere. Ar urma să dăm reguli 
semantice pentru expresii formate cu +, X ş.a. operații, 
apoi reguli semantice pentru expresii propoziționale de forma 
a <B, a = b. Nu este în intenția noastră de a analiza 
aci întreaga semantică a limbajului aritmetic şi de aceea 
ne-am ocupat de partea pe care am considerat-o cea mai 
înteresantă din punct de vedere logic. Notăm încă faptul 
că tot de semantică țin şi regulile de traducere dintr-un 
limbaj L, în altul L; (è # j). 
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De exemplu, „9 este o traducere în L pentru expresia 
„1001 din Za. 

În Metodele logicii am văzut că un astfel de limbaj poate 
ti pînă la un punct reinterpretat în logică. 


(2) Limbajul simbolie. Limbajul simbolic L = {V, T, F}, 
unde V = vocabularul de bază (semnele elementare), T 
este mulțimea termenilor şi F = mulțimea formulelor. 

Din semnele elementare fac parte a) semne obiectuale, b) 
semne operatoriale, c) semne pentru proprietăți (însuşiri 
sau relații) şi d) semne auxiliare. 


a) Semnele obiectuale sînt constante aparente sau variabile. 
Presupunem că a, b, c, ... sînt constantele aparente, iar 
x, Y, z, variabilele. 


Constantele aparente, presupun un denotat (Şi anume unul 
singur), dar el nu este încă precizat. Cînd el este precizat 
ele devin semne obiectuale ca în limbajul intuitiv. 
Variabilele obiectuale sînt de asemenea semne al căror deno- 
tat nu este precizat, în schimb se precizează : 

— clasa din care poate primi denotat ; 

— faptul că orice obiect din clasa respectivă poate fi 
denotat pentru semn luat în limbajul respectiv ; 

— faptul că într-un context dat variabila nu poate avea 
decît un denotat. 

Denotatul variabilei se mai numeşte ,valoare” sau ,semni- 
ficație a variabilei”, iar clasa din care variabila ia valori 
se mai numeşte domeniu de valori sau „domeniu de 
semnificație”. 

Unei variabile i se acordă valoare (denotat) prin corelarea 
cu un nume constant N. Schema este următoarea : 
Variabila v primeşte valoarea N. 

Odată ce variabila v a fost corelată cu numele N ea primeş- 
te şi toate determinările semantice ale acestuia (denotat, 
concept, extensiune, intensiune etc). 

Fixarea denotatului se poate face şi indirect, fără corelare 
cu un termen, anume prin context. De exemplu contextul 
Va(y + x = x) 

este un context care introduce pentru y denotatul care 
este cel al termenului „zero”. Un sistem de ecuații cu o 
rădăcină introduce un denotat pentru necunoscută. Astfel 
»% + 5= 7” introduce denotatul 2 pentru x. Se poate 
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forma din contextul indirect un nume descriptiv: Ex. 
„ix(x + 5=7). 

Este de asemenea demn de remarcat că domeniul de valori 
se poate schimba, extinde sau restrînge. 

„De aceea, arată Church, la conținutul variabilei se referă 
într-un anumit sens și conținutul numelui propriu al dome- 
niului ei de semnificație” [5; 20]. 

b) Operatorii. Acestea sînt semne care stau pentru operații 
(desemnează operații), de ex. +, XxX, &, ş.a. 

Termenul „operaţie” poate fi asociat cu diferite entități 
(logic înrudite). Se poate înțelege prin operaţie un act 
(fizic, mental) sau o aplicație în sens matematic: A” ~ A. 
Din punct de vedere sintactic am văzut că există două 
feluri de operatori — terminali și propoziționali. Fie ope- 
ratorul terminal + şi termenul variabil (deschis) x + y. 
Operatorul este un termen semantic cu mai mică indepen- 
dență decît nisa A camp E E intră. 

Care va fi denotatul lui x + y în raport cu +? Termenul 
„EX +y” poate la rîndul său să fie tratat în două feluri: 
a) ca desemnind o valoare funcțională sau b) ca desem- 
nînd funcția (ca şi +). În primul caz denotatul îi va 
fi acordat prin asocierea cu un nume compus (constant), 
ex. „2 + 3”, în al doilea caz pur şi simplu prin definirea 
funcției. 

Generalizînd vom spune că dacă x, y sînt variabile obiec- 
tuale și è un operator atunci denotatul lui „xèy” va fi 
o funcție de tipul A” ~» A sau o valoare acordată prin 
asocierea unui nume constant compus ab. În acest ultim 
caz toate categoriile semantice proprii lui „a5b” vor fi 
transferate lui „x8y”. 

Când „,x8y” este luat ca nume de funcţie ca şi „,5” atunci 
conceptul va fi dat de definiția dată funcției è(x, y) adică 
o funcție de forma A” ~ A, extensiunea va fi graful aces- 
tei funcţii, iar proprietatea elementelor grafului va fi in- 
tensiunea. 


Se înțelege că x va fi un element cuplu, iar intensiunea va 
fi o relaţie. 


c) Semnele pentru proprietăți vor desemna proprietăţi din- 
tr-un domeniu de proprietăți dat. Semnele acestea pot. fi 
de asemenea constante aparente sau variabile. Tratarea 
este analoagă. 
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Ca exemplu de domeniu de proprietăți putem lua „domeniul 
culorilor”. Semnele pentru proprietăți pot să fie luate într-un 
context funcțional sau propozițional — mai precis în con- 
textul unei funcţii propoziționale (ex. F(x)”, „G(x, y)? sau 
în contextul unei propoziţii (închise) (ex. , Yx dy G(x, yy’). 
Avînd o expresie funcțională să zicem „F(x)"” unde x are 
un domeniu D dat, noi putem acorda denotat acestei 
expresii în mai multe feluri: 

— ea se referă la o funcție de forma M” ~ V. 

(unde M” este produsul cartezian oarecare, iar V este 
mulțimea valorilor logice — adevăr, fals, eventual ş.a.), 
— ea se referă la o valoare logică din V, 

— ea se referă la o funcție lingvistică, care are ca dome- 
niu de valori mulțimea numelor constante corespunză- 
toare lui x, iar codomeniul este constituit din propoziţiile 
corespunzătoare. 

S. C. Kleene indică şi această a treia soluţie. În fine, nu 
rareori denotatul este acordat prin autonimie (expresia se 
autodesemnează). Pentru primul mod de tratare lucrurile 
se petrec ca şi în cazul operatorilor în ce priveşte celelalte 
categorii semantice — conceptul va fi dat prin definiţie, 
extensiunea va fi graful funcției, intensiunea o proprietate 
a elementelor grafului. 

În al doilea mod de tratare denotatul va fi un obiect 
abstract (adevărul, falsul). Acest mod de tratare a fost 
extins de Frege de la funcții propoziționale la propoziţii. 
Russell a descompus aceasta în două soluții — sau funcția 
ia pe rînd valori din domeniul (9, f} sau ia o valoare 
nedeterminată („„ambiguă'”). 

Soluția propusă de Kieene se găsește deja la Russell (Prrnci- 
pia Mathematica), ea a fost expusă în capitolul despre 
antin mnii. (Procedura se poate extinde și la termenii com- 
puşi variabili). 

Conform cu această situație oricărei expresii funcționale 
îi putem asocia o funcție nelingvistică sau una lingvistică. 
Cînd expresia e tratată ca avînd un referent lingvistic (o 
funcție lingvistică) atunci ea poate să fie tratată şi ca 
„„formă de expresie”, 

Expresia „x + y” care ia ca denotat un termen compus 
(ex. 2 + 3) va putea fi interpretată ca formă pentru astfel 
de termeni. Analog expresia „F(x)” va fi o formă pentru 
propoziții deschise (ex. „Om(x)”). Interpretarea lingvistică 
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poate însă aduce complicații în limbajele diferitelor ştiinţe 
speciale. 

Este de asemenea demn de remarcat că tratarea referentu- 
lui ca funcție, face ca expresia funcțională să nu depindă 
imediat de variabilele care intră în ea, definiția funcției 
fiind dată numai în dependență de domeniu şi codomeniu, 
dimpotrivă tratarea ei ca expresie a valorii funcționale o 
face să depindă imediat de precizarea denotatului varia- 
bilelor. 


d) Semnele auxiliare nu au referent independent ci doar 
ajută la fixarea referentului. 

În cele de mai sus am tratat odată cu semnele de bază şi 
expresiile care sînt termeni sau expresii propoziționale. 
Au rămas formulele propoziţii. Fie o expresie „F(x)” unde 
„F” este o constantă aparentă. Formăm propoziţiile „F(a)”, 
»YxF(x)” şi „„3xF(x)”. Propoziția „,F(a)” odată ce s-au 
fixat constantele aparente se comportă ca orice propoziţie 
singulară. 

Propoziţiile ,, YxF(x)” şi „ 3xF(x)” sînt ceva mai complicate. 
„ Yx” nu va putea fi tratat la fel ca „toți S” (ex. „toți 
oamenii”), deoarece x este variabilă. 

Care este referentul propoziției „,VxF(x)"? Cred că cea 
mai bună soluție este să acceptăm ca referent un individ 
nedeterminat (în genere un obiect nedeterminat) din dome- 
niul de definiție. Un astfel de obiect nedeterminat este 
o entitate abstractă şi nu una concretă căci despre ea 
ştim doar că are individualitate (resp. obiectualitate) însă 
nimic altceva. 

Această entitate este luată în toată extensiunea ei, adică 
distribuită la toți indivizii determinaţi — lucru pe care-l 
și spune partea , Vx”. 

Relația între individual şi individul concret poate fi expri- 
mată astfel x, >x (individul concret cuprinde individualul). 
Cum poate fi definit individualul (obiectualul)? El poate 
fi definit mai întîi ca „individual în L” (căvi e posibil 
ca de la un limbaj la altul să-și schimbe poziţia). Contex- 
tul definitor va fi (1x) Iv x(y). 

Cu alte cuvinte o entitate are individualitate dacă ea nu 
poate fi predicat despre o altă entitate. Acesta pare să 
fie un paradox căci am definit o „proprietate” (individuali- 
tatea) negînd că ceva poate fi proprietate (individual). 
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În realitate nu e nici un paradox căci proprietatea astfel 
definită este specifică individului şi nu este identică cu 
individul. 

O oarecare determinare a individualului se mai obține prin 
aceea că dăm clasa de care aparține. 

Expresia , 3xF(x)” are același referent luat însă într-o 
extensiune nedeterminată. 

S-ar părea că la soluția de mai sus există următoarea 
alternativă mult mai simplă şi mai firească. 

Expresia „,YV=F(x)” înseamnă „pentru orice valoare a lui 
x F(x)” sau „pentru orice denotat al lui x F(x)” şi resp. 
pentru ,„J3xF(x)’: „există referenți (valori) ale lui x 
astfel că F(x)”. 

n realitate această soluţie ar complica lucrurile fără a 
rezolva problema, căci întrebarea asupra referentului ar 
viza acum „,denotatul”': care este denotatul termenului 
„denotat'” ? Aceasta ne-ar îndepărta de domeniul de sem- 
nificație al lui x. Totuşi astfel de expresii pot fi utile din 
alt unghi de vedere după cum vom vedea. 


(3) Limbajele logicii. Acestea sînt un caz special de lim- 
baje simbolice. 
Lista de simboluri constă din variabile individuale (x, y, 


Z, ...), eventual constante individuale aparente i `b, 
c, ...), variabile predicative (F, G, H, ...), eventual con- 
stante predicative aparente (Fẹ G, Hp ..., Fo, Ga H, 
..) variabile propoziționale ($, q, 7, ...), operatori de 


diferite tipuri şi semne auxiliare. 

Prin definiție am stabilit că logica studiază inferențele 
între propoziții (în dependență de forma propozițiilor şi 
de valorile posibile) Decurge de aci că expresiile limbajului 
logic au ca obiect imediat mulțimi de expresii din alte 
limbaje. Există părerea însă că logica studiază entități de 
o natură oarecare (v. Lukasiewicz). Trebuie deci să urmă- 
rim posibilitatea unei mutații din domeniul teoretic -şi 
lingvistic în cel ontologic. In caz particular avem de ales 
între a raporta variabilele x, y, z, ... la indivizi (ca în 
limbajele formalizate de ordin inferior logicii) sau la ter- 
menii individuali. i 
Dacă „x” ia ca valori termeni individuali atunci „F(x}” 
va fi o schemă de funcție propozițională (= de propoziție 
deschisă). Dacă ,„x” ia ca valori indivizi atunci „F(x)” 
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va exprima faptul că „individul x are proprietatea F”. 
La rîndul său implicaţia „F(x) —> G(x)” va putea fi văzută 
ca o schemă de propoziție (deschisă) condițională sau ca 
o relație între cele două fapte (extralingvistice): faptul 
că individul x are proprietatea F şi faptul că individul 
x are proprietatea G. 

În logică această trecere de la planul teoretico-lingvistic 
(semiotic) la cel ontologic se face foarte adesea fără a se 
băga de seamă; trebuie să recunoaștem însă că există o 
diferență netă între cele două moduri de a trata simbolis- 
mul logic. Complicaţiile însă survin exact invers față de 
limbajele speciale. Vom considera pe rînd cele două inter- 
pretări. 


Tratarea teorebico-lingwistică. Simbolurile individuale (varia- 
bile, constante aparente) vor lua valori din mulțimea nume- 
lor de indivizi (presupunem că am relativizat numele 
la „nume în L”). Variabilele predicative iau valori din 
mulțimea predicatorilor (expresiilor predicative). Variabi- 
lele propoziționale iau ca valori propoziţiile considerate 
numai sub aspectul semnificației logice (adevăr, fals ş.a.), 
pe scurt ele iau valori logice. Se înțelege că noi putem presu- 
pune că iau ca valori propoziții, această interpretare este 
însă mai complicată și mai tare (restrictivă). Operatorii 
pot primi diverse interpretări chiar în spațiul semiotic la 
care ne-am limitat. Ei pot fi raportați la „operații de for- 
mare a expresiilor” (termeni sau propoziţii) înţelese ca 
procese sau ca funcţii. 

O primă clasă de operatori este cea desemnată în meta- 
limbaj prin particulele „nu” „și”, „sau”, „dacă ... atunci” 
ş.a. Aceste particule sînt utilizate sistematic ambiguu în 
logică. Deoarece apar în toate teoriile logice ne permitem 
să le tratăm în general în raport cu aceste teorii. O primă 
semnificație este aceea de operaţii de formare a propoziții- 
lor (negative, conjunctive, desjunctive, ipotetice etc.) : 

dacă p este propoziţie (în L) atunci non-p este propoziție 
(în L); dacă $, g sînt propoziții (în Z) atunci [p şi q] 
este propoziție (în L) etc. 

Termenul de ,propoziție” astfel definit s-ar putea să nu 
convină modului intuitiv de a construi propoziţii, în orice 
caz el este în acord cu regulile gramaticale (chiar dacă unele 
dintre ele ar fi absurde sub raportul valorii logice). 
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Apoi în același domeniu de interpretare particulele. „şi“, 
„sau” pot să aibă, după cum se ştie ințelesuri mai tari 
sau mal slabe. Avînd în vedere că pentru oricare propoziții 
putem forma o singură propoziție compusă corespunză- 
toare putem chiar la acest nivel să le tratăm ca desemnînd 
funcții de tipul A” ~ A (În limbajul logic folosim pentru 
ele simbolurile —, &, v, — ori altele). 

Un alt domeniu de semnificație este cel al funcțiilor de 
adevăr: operatorii indicaţi reprezintă funcții de forma 
V”~ V (unde V = {v, f} sau (v,, va ..., vw) ca în logicile 
polivalente). De exemplu ,&” se referă la funcția conjunc- 
tivă. 

Aceleaşi particule pot fi interpretate ca operaţii de formare 
a termenilor compuşi (ex. „om şi proletar”, „om sau 
zburătoare”, „non-om! ș.a.) Sporadic au fost aplicaţi la 
termeni individuali sau la termeni predicativi. Sistematic 
sînt aplicaţi la relaţii, iar uneori şi la termeni de clase. De 
fiecare dată definiția lor este alta şi anume una adecvată 
referentului considerat (sau mulțimii de referenţi). 
Cuantorii sînt un alt grup de operatori. Ei reprezintă ope- 
raţii de formare a propoziţiilor din propoziții deschise. Pot 
fi însă interpretaţi şi ca funcții de adevăr: 


F(x) YxF(x) Fl) I+F(z) 
1 1 1 1 
(1,0) 0 (1,0) 1 
0 0 0 0 


Operatorii descripției şi abstracției sînt terminali. Ei de- 
semnează operații de formare a termenilor (din funcții 
propoziționale). Există apoi o mulțime de cuantori speciali 
-operatorul (Hilbert), operatorul ų minimizării (Gödel) ş.a. 


Formule logice. Avem două feluri de formule logice unele 
care sînt scheme de propoziții deschise şi altele care sînt 
scheme de propoziții. 

Schemele de propoziții au diferite forme : scheme predica- 
tive (F(x), G(,x, y)), scheme extensionale (x eF, <xy>e 
e H) scheme silogistice (S este P), scheme de relație 
(R(x, y)) scheme modale (O, 92), scheme -compuse 
(5, q&g bv a, >q, p =). Domeniul din careiau 
semnificație aceste scheme sînt propoziţiile de formă 
corespunzătoare. Acesta este un mod de a le acorda: refe- 
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rent considerîndu-le ca pe expresii care în întregime se 
referă la ceva. Un alt mod de a le acorda semnificaţie 
(= referent şi sens) este de a le concepe ca pe „scheme 
funcționale”. Variabilele vor fi definite pe mulțimi de 
termeni individuali T, şi cele predicative pe mulțimi de 
termeni predicativi Tp, iar expresia în întregime va lua 
o valoarea funcțională din domeniul propoziţiilor. Deci 
funcția va reprezenta f: T, x Ta > P 

O altă interpretare apropiată de aceasta poate fi: 

fi T, X Taa V. 

unde V = {v;,, Va ..., Ya). Există aci un operator corespun- 
zător funcției? Desigur, juxtapunere simbolului predicativ 
la simboluri individuale. 

Interpretarea merge analog pentru celelalte forme. Astfel 
pentru formele x e F şi F C G din limbajul claselor vom 
avea termeni T, termeni de clase T, şi funcții propozițio- 
nale corespunzătoare. 

fa: Ti X Ta œ P, sau 

Tix Tay 

Formele silogistice : „S este P” sînt funcții de termeni de 
forma 

T” ~ P, 

Ex. (Om, Animal) ~ Omul este Animal 

Vom concepe silogistica în sens generalizat și cu relația 
„este” precizată aşa cum am spus: ”ẹ.). 

Formele de relație se comportă analog cu cele predicative. 
Notăm că așa-numitele „proprietăți ale relațiilor” au o 
interpretare teoretico-lingvistică și nu doar ontologică. 
Oricărei propoziții de forma R(x, y) îi corespunde o şi 


numai o propoziție simetrică R(y, x), oricărei propoziții 
îi corespunde o conversă R(y, x). Simetrica poate să fie 
identică cu conversa sau nu. 

Oricărei propoziții R(x, y) îi corespunde o propoziţie de 
forma R(x, x) adevărată sau falsă. 

Dacă propoziția R(x, x) este adevărată vom spune că relația 
corespunzătoare este reflexivă. Analog pentru simetrie şi 
tranzitivitate. Tranzitivitatea va fi aci pur şi simplu un 
tip de inferenţă : 

R(x, y) 

R(y, 2) 


R(x, z) 
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Dealtfel şi siinetrizarea va fi o inferență (imediată) 
R(x, 9) 


R(y, x) 

(Vom vorbi de „raționament de simetrie”) 

Schemele de modalitate pot de asemenea să fie interpretate 
în mod analog cu cele de mai sus. 

Vom avea însă anumite deosebiri. Astfel funcția modală 
up (unde u este o modalitate) va avea ca domeniu de 
definiție propozițiile (închise sau deschise) P şi ca valori 
respectiva propoziție de modalitate : f, : P ~ P 

Ex. „Omul este om rațional’ ~ Este posibil ca omul să 
fie animal rațional” 

În fine, schemele de propoziții compuse pot primi trei 
tipuri de interpretări : 

— o interpretare: V” ~ V 

— o interpretare P ~P, (P, = P compusă) 

— o interpretare P ~ V. 

Interpretarea V* ~ V are şi un corespondent canonic pentru 
cazul în care propozițiile sînt unite la întîmplare 

VP ~ V 

(unde V’ = (v,, va}, iar V = (Vu Va Vs}). 

Vom reveni asupra acestei probleme cu ocazia discutării 
conceptului de adevăr. | 
Trecem acum la schemele de propoziții (cu cuantori). 
Cuantificarea nu influențează interpretarea de mai sus dacă 
cel puțin o variabilă rămîne necuantificată : 

Ex. YxF(x) & G(y). l 
Vom considera domeniul T; pentru termeni individuali, 
T, pentru predicate. Fie de exemplu 

(Om, Ion} ~ VrOm(x) şi Om (Ion) 

(Notăm că pentru toate schemele de funcții este posibilă 
și o altă interpretare) 

Schema în întregime va lua ca valori propoziții de o 
anumită formă cărora li se vor asocia valori logice: 
Pp— V (unde Pp: propoziţii de forma dată) 

Dacă schemele sînt cuantificate avem două posibilități: 
a) variabile predicative vor fi tratate drept constante apa- 
rente, b) variabile predicative vor fi şi ele cuantificate. 
În cazul în care avem constante aparente expresia va fi o 
formă de propoziţie cu predicat incomplet şi valoarea 
nedefinită. 
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Astfel ,„,Va(F(x)” va însemna „orice x are un predicat dat”, 
ceea ce e posibil (nu este exclus). Cu alte cuvinte este posi- 
bil ca un predicat dat să revină fiecărui individ. 

Schema VxF(x) în care F este variabilă mai poate fi inter- 
pretată (adică tradusă în metahimbaj) astfel „pentru orice 
x un predicat oarecare (n-are importanţă care) are loc pentru 
x”. Această interpretare pune probleme speciale, ca de 
exemplu deosebirea între „oarecare (arbitrar ales)” şi „orice”. 
Trecem acum la scheme complet cuantificate, de exemplu: 
Va VFF(x) 

Acestea se pot referi la propoziții dintr-un limbaj L şi 
atunci continuă să fie scheme de propoziţii sau sînt luate 
în mod universal pentru orice limbaj care conţine T; şi 
T, de tipul indicat în formulă, în acest caz vom avea pur 
şi simplu o propoziție logică. Dacă ea este „schemă de pro- 
poziţie în L” atunci va depinde de interpretarea pe care o 
dăm semnelor x, F. Ele vor deveni din „variabile în logică” 
(în limbajul logic) variabile într-un limbaj special L. 
Deci de la „schemă în logică” la „propoziție în L” de la 
variabile în logică la „variabile în L”. 

Această interpretare se poate extinde şi la schemele de 
funcţii: 

— de la schemele de funcţii în logică, la scheme funcţio- 
nale în L, 

— de la variabile în logică la variabile într-un limbaj, L. 
Astfel F(x) va putea fi interpretat ca F(x) în LA(La =lim- 
bajul simbolic aritmetic). Vom spune „fie o funcţie F (x) 
în La”, „sie o schemă de propoziție VaVFF(x) în La. 
Aşadar avem mai multe feluri de universuri semiotice: 
1) universul unui limbaj concret L, 2) universul oricărui 
limbaj L (de tipul indicat) (ex. universul limbajului cu 
termeni individuali şi cu termeni pentru predicate de indivizi 
În cazul 1) avem scheme în logică, în cazul 2) avem funcţii 
şi propoziţii logice. 


Interpretarea ontologică. Dacă în loc să raportăm semnele de 
bază (variabile şi operatori) la universuri semiotice le rapor- 
tăm la universuri formate din entități oarecare avem o 
interpretare ontologică. EI) 
În acest caz variabilele x, y, z, ... vor desemna indivizi 
din universul indivizilor, variabilele F, G, H, ... vor de- 
semna proprietăţi de indivizi, iar schemele se vor referi 
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la indivizi prin intermediul faptelor, fapte de forma 2ndsvr- 
dul x are proprietatea F. 

Fiecare limbaj logic admite o interpretare ontologică. Ceea 
ce nu este clar este ideea dacă prin această interpretare 
toate axiomele şi teoremele logicii rămîn valabile. De 
exemplu, teoremele implicației 

p — (g >p) și 

p — — 

rămîn ele valabile într-o interpretare ontologică ? 


9. SISTEME DE CATEGORII SEMANTICE 


În paragrafele anterioare am studiat categoriile semantice 
după specificul expresiilor (simboluri, termeni, expresii 
propoziţionale). Unele categorii sînt comune tuturor enti- 
tăților lingvistice, altele nu. Am constatat deja că putem 
vorbi despre extensiune şi intensiune nu numai în cazul 
termenilor ci şi al propozițiilor, desigur în mod specific. Se 
pot produce deci anumite generalizări. Pe de altă parte, 
trebuie să existe o serie de relații sistematice între categoriile 
semantice. Pe scurt se pune problema creării de „sisteme 
semantice”. Cunoaştem pînă acum două metode mai impor- 
tante de sistematizare a categoriilor semantice — metoda 
lui Frege şi metoda lui Carnap. Vom expune foarte pe scurt 
în ce constau cele două sisteme. 


(1) Sistemul lui Frege. Metoda de sistematizare propusă 
de Frege face parte din clasa mai largă a metodelor bazaţe 
pe relația de desemnare. l 
Ea are la bază următoarele idei de unificare : 

a) toate expresiile analizate sînt „,nume”, 

b) toate expresiile au semnificație (denotat) şi sens. 
Pe lîngă aceste idei ea conține principiile (sintetizate de 
Carnap) : 

c) orice nume are exact o semnificație, 

d) o propoziție vorbeşte despre semnificațiile termenilor 
care apar în ea, 

e) dacă un nume care apare într-o propoziție este înlocuit 
cu un nume de aceeaşi semnificație atunci propoziția nu-şi 
schimbă valoarea logică. 

Principiul d) nu este explicat nici de Frege, nici de Carnap, 
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iar principiul c) este greşit formulat de Carnap în două 


privinţe : 


— este limitat la propoziţii, 
— este limitat la propoziţii adevărate. 

Problema înlocuirii numelor se complică pentru propoziţiile 
subiective de forma deja indicată. Vom analiza această 
problemă într-un paragraf special. 
Unificarea lui Frege va fi prezentată în tabelul (1). 


Tabelul 1 (Frege) 





Nume 


Semnificație 


Sens 





Simple (Nu are ca 
parte alt nume) 
(„„Aristotel””) 





Compuse (nume 
descriptive) 
(„Autorul ,,Organon- 


ului”). 


Obiectul individual 
(individul Aristotel) 


Obiectul 
(individul Aristotel). 


individual 


Nu are sens prin sine. 
Sensul este dat de ale- 
gerea unei descripții ca- 
re i se asociază (ex. 
„elevul lui Platon și 
dascălul lui Alexandru 
Macedon”! sau ,,Dascălui 
lui Alexandru cel Mare 
care s-a născut la Sta- 
gira”). 

Expresia are sens prin 
sine recunoscut de toți, 
ea cuprinde modul de 
redare a individului (ca 
autor al ,Organonutui’’). 





Nume pentru func- 
ţii descriptive. 
„sin x"'[nume in- 
complet/,,sin 0” /nu- 
me complet) 


Valoarea funcției pen- 
tru valoarea argu- 
mentului (ex. „sin 0” 
are valoarea 0). 





Noţionale  (cores- 
pund cu funcţiile 
propoziționale) 
(,,O0m(2)') 


Valoarea obţinută 
pentru valoarea 
argumentului, adică 
o propoziție adevă- 
rată (ex. ,,Om (Na- 
poleon)” sau o pro- 
poziție falsă ,,Om 
(3)”'). 





Problema sensului pen- 
tru numele funcționale 
nu este clară. Din con- 
text putem conchide că 


sensul e dat de defi- 
niția asociată funcției : 
(„sin 0” îl redă pe o 


))- 


Ca şi pentru numele func- 
ționale de mai sus probabil 
sensul e dat de definiția 
asociată funcției („Om 


(#)”) 


prin funcția sin ( 
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continuare Tabelul I (Frege) 





Nume 


Propoziții în utili- 
zare directă 

(2 +3=5, 

„3 +6 = 20") 


Propoziții care con- 
țin nume în utiliza- 
rea indirectă (adică 
în care ne referim 
la nume sau sensul 
său ca în cazul ci- 
tărilor) 

(„Copernic credea 
că orbitele planete- 


Semnificație 


Valoarea logică (ade- 
vărul sau falsul) 
(,2+ 3 = 5” desem- 
nează adevărul, 

„3 + 6 = 20” desem- 
nează falsul) 





Semnificația este aci 
însuşi sensul propo- 
ziției subordonate 
„orbitele planetelor 
sînt cercuri? deoare- 
ce la acest sens se 
referă ceea ce credea 
Copernic. 





Sens 


Gîndul pe care-l comuni- 
că propoziția. (Trebuie 
deosebit de judecată ~ea 
este gîndul asertat, co- 
relat cu adevărul.) 


Sensul unor astfel de 
propoziții este sensul ex- 
presiei ,,sensul numelui 
A” (unde A este nu- 
mele utilizat indirect). 

Însuşi termenul ,,sens” 
are un sens. În exem- 
plul nostru gîndul trans- 
mis este cel conținut de 


expresia „sensul nu- 
melui’” «orbitele planete- 
lor sînt cercuri»”. 


ior sînt cercuri’’) 








(2) Sistemul lui Carnap. Metoda lui Carnap este mult mai 
pe larg elaborată decît metoda lui Frege. Se poate spune 
S a construit primul sistem de semantică logică inte- 
grală. 

Această metodă are la bază următoarele principii de unifi- 
care : 

a) expresiile analizate se numesc toate designatori, 

b) fiecărei expresii îi este asociată (nu în sensul relației de 
denumire) o extensiune şi o intensiune, 

c) sistemul de categorii semantice are la bază conceptul 
de adevăr, 

d) se poate produce o reducere a limbajelor la unuldin cele 
trei posibile (extensional, intensional, neutru). 

În afară de acesta Carnap formulează diferite principii de 
intersubstituție. 

DE carca dată de Carnap este prezentată în tabelele 2, 
3, 4. 


Unele rezultate obţinute de Frege şi Carnap le-am integrat 
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Tabelul 2 (Carnap) 





Designatori 


Expresii individuale 
(în speță descripţii) 


Extensiuni 


Individul 
(resp. descriptul) 


Intensiuni 


Conceptul individual 











Predicatori Clasa Proprietatea 
Propoziţii Valoarea logică Judecata 
Variabile Extensiunea expresiei | Intensiunea expresiei cu 





cu care este substi- 
tuită 


care este substituită 





Tabelul 3 (Carnap) 


Descrierea de state 


Domeniu 
Adevăr DEE i ie A 


F-echivalență 
Extensiune 
Intersubstituţie 


Context extensional 


Sistem semantic extensional 


Tabelul 4 (Carnap) 


L — Adev& 


i 
L — Echivalență 


Intensiune 


L — Intersubstituţii 


Context intensional 





Proprietatea modală 
a unei judecăți 





Necesar 
Imposibil 
Contingent 
Non-necesar 


Posibil. 
Non-contingent 





Sistem semantic inteasianal, 





Definiții pe | Definiţii pe Proprietăți seman- 
baza lui N baza lui © tice ale propozițiilor 
Np = O=p L — adevărat 
N-—p ~O Pp L — fals 
Np-Np O=p.Op Factual | 
Np ~P Non — I, — adevă- 
rat Să 
N-p Op Non — I, — fals 
NpN — p =O=p. ~O p| L — determinat 
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în sistemul nostru care vrea să fie un sistem general de 
referință (în care nici o categorie nu este exclusă dacă ea 
poate primi un înțeles independent). Vezi detalii în [4]. 


10. SISTEMUL SEMANTICII DE REFERINȚĂ 


Fără a pretinde la construirea unui sistem formalizat vom 
trasa acum liniile unui posibil sistem semantic. 

Acest sistem se va limita la clasa de limbaje deja indicată. 
El va cuprinde conceptele generale şi speciale date prin 
definiții adecvate. Astfel de concepte am văzut că sînt: 
referent, sens, extensiune, intensiune, adevăr ş.a. 
Sistemul va cuprinde apoi teoremele semantice. 
Teoremele semantice vor viza relaţiile între conceptele 
semantice, proprietăți semantice ale expresiilor, relaţii 
semantice între expresii, operații legate de conceptele 
semantice (de ex. înlocuirea expresiilor). Vom reține numai 
cîteva dintre propoziţiile semantice pe lîngă cele deja 
introduse. 


a) Propoziţii semantice de echivalență. Acestea sînt propo- 
ziții de forma: „,„Două expresii A şi B sînt - - - dacă 
şi numai dacă ele au aceiași (acelaşi) ”, unde în loc 
de „- - -° se specifică felul relației de echivalență (ex. 
echireferența, sinonimia), iar în loc de ,,..." se pune cate- 
goria semantică corespunzătoare (etc. referentul, sensul etc.). 
Exemplificăm : 

Două expresii A şi B sînt echireferente dacă și numai dacă 
ele au acelaşi referent. 


b) Propoziții de legătură între categoriile semantice. Dacă 
două expresii sînt sinonime atunci ele sînt echireferente. 
Dacă două expresii sint identice intensional ele sînt echiex- 
tensionale. 

Dacă două expresii sînt sinonime ele sînt echivalente şi 
în raport cu toate celelalte categorii. 


Dacă două concepte determină acelaşi reterent atunci ele 
sînt logic echivalente. 

Două expresii sînt semantic independente dacă referenţii 
lor sînt independenţi (adică nu are loc nici 7, 7, nici 
Ya } 7. 
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c) Problema ierarhiei expresiilor. 

Ierarhia termenilor. Studiul paradoxelor ne-a relevat acţiu- 
nea principiului clasificărilor ierarhice. Putem avea diferite 
criterii de ierarhizare a termenilor: 

— în raport cu relația de desemnare; 

— în raport cu ordinea de formare a entităților (ca în 
cazul teoriei tipurilor) ; 

— în raport cu ordinea de formare a expresiilor (ordinea 
sintactică). 

Fie relația de desemnare x Des y sau Des (z, y). 

Dacă x şi y sînt nume şi Des (x, y) atunci y e L şi 

x e ML. 

Dacă Des (x, œ) şi Des (y, B) şi tipul lui « =n + 1, 
iar. tipul lui B = n atunci x este de un tip superior lui 
y. Dacă x presupune pe y în formarea sa astfel că x = y 
atunci x% presupune semantic pe y. 

Să exemplificăm cele trei cazuri. Fie L4 limbajul aritmetic 
şi ML, metalimbajul acestuia. 

Expresia „2 + 2” e L4, iar expresia „termenul doi plus 
trei din L,” = ML, 

Dacă y e L şi x e ML şi x este echivalent grafic cuy 
şi Des (x, y) atunci y se autodesemnează (este utilizat 
autonim). Dacă y e L şi y e ML şi x este sinonim cu 
y atunci x este o traducere în ML a lui y. Nici desemnarea 
nici autodesemnarea nu trebuie confundate cu traducerea 
din L în ML. 

Pentru economie de limbaj folosim adesea procedeul autonim. 
Evitarea lui se poate face pe două căi: 

— sau formăm un nume care conține ca parte forma grafică 
a numelui desemnat; 

— sau formăm un nume care diferă de forma grafică a 
numelui desemnat. 

Fie autonimia: „om Des om” sau ,Des (om, om)”. Ea 
poate fi evitată, de exemplu, în felul următor conform cu 
primul tip de procedură, anume prin punerea în ghilimele 
a cuvîntului : „, «om Des «om». Deosebirea față de «om» 
Des om este evidentă: în primul caz denotatul este terme- 
nul „om”, în al doilea entitatea om. 


Un alt mod este utilizarea unor semne de acest fel © ^ 
(Grzegorcyk) : 

fom? Des om şi 

Fom“ Des "om? 
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Cel mai comod ni se pare următorul procedeu — punerea în 
paranteză pătrate: 

[om] Des om, [[om]] Des [om], ... 

Putem profita apoi de împrejurarea că expresiei i se atribuie 
un predicat adecvat, ex. termenul x. În acest caz vom scrie : 
termenul om desemnează ființa om, metatermenul om 
desemnează termenul om. 

Conform cu al doilea procedeu putem lua ca nume orice 
altă formă grafică (litere, cifre, combinații ale acestora) sau 
descrierea structurii sintactice a termenului. De exemplu, 
H Des Om. 

În raport cu ierarhia entităţilor noi putem introduce ter- 
meni diferenți ca formă ca în calculele logice obişruite 
(procedură deja utilizată de Frege şi Russell) de exemplu: 
x, Y, z, ..-. F, G, H, ... (logica predicatelor), sau indi- 
ciem literele (Gödel) : 

Xr Yr 2 

Xos Yos Zas 


Xas Yan Bus 

sau lăsăm precizarea semnificației pe seama contextului 
(Zermelo-Fraenkel). 

În acest caz între termeni nu are loc relația de desemnare 
ci au loc alte relații, de exemplu, de a fi părţi ale aceleiași 
expresii : 

tn+1 (tn) la E În şa. 

Aci referentul lui ș, se află într-un raport special cu refe- 
rentul lui t41. 

În fine, termenii pot fi ierarhizați după ordinea de for- 
mare, ca în cazul: 

x, y 

x+y 

(x + ya z. 

Problema denotatului se soluţionează diferit, expresia de 'or- 
din superior presupunînd denotatul expresiei de ordin inferior. 
Ierarhia după „gradul de generalitate” poate fi încadrată 
în tipul doi de ierarhie. Se înțelege că între cele trei criterii 
există anumite legături. 


d) Ierarhia propozitiilor. Propoziţiile pot să fie şi ele ierar- 
hizate conform cu relația de desemnare sau în ordinea 
formării entităților sau după ordinea formării. 
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Ca exemple avem respectiv cazurile: o propoziție este des- 
pre alta, o propoziţie este mai generală decit alta (sau despre 
o entitate superioară), o propoziție presupune în compune- 
rea ei alta. 


e) Problema semantică a înlocuirii expresiilor. Această ches- 
tiune a fost analizată în parte de Frege şi mai pe larg 
de către Carnap. 

Fie T[] un termen compus care conține un termen f. 
e.) Dacă în T[ż] înlocuim o intrare a lui £ cu un termen 
echireferent / atunci T [t] este echireferent cu T[£]. (Vom 
presupune în plus că avem de-a face doar cu termeni con- 
stanți.) 

e.) Dacă în T[£] înlocuim o intrare a lui ż cu un ' sinonim 
cu ț atunci T[ż] este sinonim cu T[/]. 

e] Dacă într-o propoziţie P[t] înlocuim un termen £ cu 
un t echidenotant atunci P[/'] este echireferentă cu P[£] 
şi chiar echivalentă. (Nu vom considera aci şi propozițiile 
care presupun utilizări indirecte ale altor expresii.) 

(ea) Dacă într-o propoziție P[£] înlocuim o intrare a lui 
ţ cu un termen ť sinonim cutatunci P[/)] este sinonimă 
cu P[t]. Regulile de înlocuire a variabilelor sînt formulate 
în dependență de tipul de limbaj (nu ne vom ocupa de ele 


aci). 
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Interpretare, adevăr, model 


1. NOȚIUNEA DE INTERPRETARE 


Am utilizat mai sus adesea cuvîntul „interpretare dar 
nu l-am studiat în mod special. Am presupus chiar că 
limbajul are deja o interpretare (un conținut) pe care 
doar îl descriem în categorii semantice. Acum vom porni 
de la „formele sintactice” spre conţinutul semantic. Vom 
arăta cum se fixează conținutul seinantic şi modul în câre 
se comportă formele lingvistice în raport cu categoriile nou 
introduse. 

Orice limbaj în înțelesul deplin al cuvîntului (ca unitate 
sintactico-semantică) conține deja o interpretare. A inter- 
preta înseamnă a acorda referent pentru formele sintactice 
(simboluri elementare şi secvenţe finite de asemenea sim- 
boluri). 

Strict vorbind deci interpretarea are sens numai în raport 
cu formele sintactice (formele grafice, în speță). Dacă vorbim 
de „interpretarea unui limbaj” aceasta înseamnă o „,rein- 
terpretare” în care renunțăm la conţinutul cognitiv inițial 
(sau deja existent). al expresiilor pentru a le acorda altul 
(în acest mod a procedat Hilbert cu geometria în ce pri- 
veşte termenii, în acest mod se procedează cu cifrele prin 
trecerea de la un sistem cu baza zece la un alt sistem). 
Pentru o definiție foarte generală vom divide sistemul de 
entități „sintactice? (sau mai general formale) în forme 
elementare și forme derivate (secvenţe de forme elementare) : 
S = (fe, fă) 

Se indică apoi un domeniu de obiecte numit „,„domeniu de 
interpretare” (D,). 

Se dau reguli de corespondență univocă pentru fiecare 
tip de formă din S, astfel că 

Vf e SJ! ee Dip(f)=e 
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În cuvinte: pentru fiecare formă din S există un şi numai 
un obiect e care se asociază formei în calitate de semnifi- 
caţie (referent). Mai precis regula se dă pe „clase de forme 
din S’ şi „clase de entități din D,” astfel că fiecărei 
forme din clasa K, îi corespunde o entitate (în calitate 
de referent) din clasa Kp;. 

Noţiunea poate fi precizată şi mai mult dacă specificăm 
clasele de forme sintactice (forme elementare şi secvenţe 
de forme elementare). Formele elementare le vom divide 
în: 

a) variabile, 

b) operatori, 

c) forme auxiliare. 

Secvenţele le vom divide în: 

d) secvențe termeni, 

e) formule deschise, e 

f) formule închise. 

Dacă există mai multe feluri de forme în fiecare clasă vom 
continua diviziunea, de exemplu, variabilele pot fi de 
mai multe feluri, la fel operatorii şi termenii. 

Fiecare astfel de clasă de entităţi din S va fi pusă în cores- 
pondenţă cu o anumită clasă de entități din D,. 

Regulile de corespondență (univocă) vor defini o funcție 
pe care o vom numi „funcție de interpretare”. Invers 
vom numi reguli de interpretare regulile de corespondență 
care definesc funcţia de interpretare. Deoarece prin inter- 
pretare fiecare formă elementară sau compusă din S dobîn- 
deşte un referent în D, forma devine simbol elementar 
sau expresie, iar S devine limbaj. 

Regulile de interpretare se mai numesc şi „reguli de desem- 
nare” întrucît ele acordă fiecărei forme din Sun referent 
în D, 

Să urmărim definiția interpretării pentru un sistem sin- 
tactic (sau mai general limbajul teoriilor logice și mate- 
matice). Clasificarea formelor din S se va face cu ajutorul 
unor categorii 1netateoretice. 


I. Forme elementare. 

a) constante aparente (c) 

b) variabile obiectuale (v) 

c) variabile pentru proprietăți (v) 
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d) operatori (0) 
e) forme auxiliare (a) 


II. Forme compuse: 


a) Forme termeni (£) 
b) Formule deschise (f) 
c) Formule închise ($) 


Regulile de interpretare. Vom folosi pentru formularea lor 
simbolurile date în paranteză în dreapta pentru fiecare 
tip de entitate. 

a) Fiecărui c îi asociem o singură entitate din D, (fie că e 
vorba de un element, fie că e vorba de proprietate); 

b) fiecărui v, îi asociem un element oarecare nedetermi- 
nat din D,; 

c) fiecărui v îi asociem o proprietate oarecare nedeterminată 
din D;; 

d) fiecărui o îi asociem o operaţie determinată din D,; 

e) fiecărui a îi asociem o funcție de ordonare în D, (o 
„funcție auxiliară’); 

f) fiecărui ż îi asociem un obiect compus din D,; 

g) fiecărui f îi asociem o relație nedeterminată din D,; 
h) fiecărui p îi asociem o relaţie bine determinată din D,. 
Precizăm că toate regulile de mai sus sînt de corespondență 
univocă. În cazul formelor variabile am ales, după exem- 
plul lui Russell, entități nedeterminate (altfel n-am avea 
corespondența univocă). Astfel de „entități nedeterminate” 
sînt obiecte abstracte de ordin imediat superior obiectelor 
determinate. Am spus deja că ontologia noastră admite 
şi obiecte abstracte de diferite feluri. Matematic vorbind 
obiectul nedeterminat este valoarea unei funcții constante 1 
Vz;p(x,) = x (unde x e constant) 

De exemplu, pentru orice individ x, există o singură ima- 
gine abstractă q(x,) şi aceasta este obiectul abstract numit 
„individual. Analog pentru orice individ există o singură 
imagine abstractă generală (,,generalul””) : 

vazuta) =G 

Pe de altă parte, are loc că Vaz, F a, 

Vaz, F G, Va F G 

În acest fel interpretarea este o funcție ọ determinată prin 
regulile (a) — (h). 
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Observăm că aceasta este prima etapă a interpretării în 
care corelăm entitățile din S cu entități din D; Avem 
deci o funcție pe care o putem reprezenta astfel: 

ọ:S ~> D; 

Să urmărim mai departe ce se întîmplă după această inter- 
pretare cu entităţile din S şi cu S însuşi. . 
Entitățile din S devin, aşa cum am spus mai sus, simboluri 
sau expresii ale limbajului Ls. 

Dar aceasta ne sugerează deja o nouă funcție în care co- 
domeniul nu mai este D, ci un limbaj Ls. În diferite lucrări 
de logică această distincție nu este deloc clară (nu rareori 
se confundă cele două funcții). 


Noi vom nota această a doua funcție cu: 

4: S ~ Ls 

Să analizăm raportul dintre o şi y. El va ieși clar în evi- 
dență dacă vom porni de la domeniul Dy = {N, +, xX, 
<, =} şi limbajul corespunzător Za. 

Avînd un sistem sintactic S = {A, O, P} vom produce 
aplicația ọ:S ~ Dy. Între regulile care definesc această 
ọ să considerăm regula: oricărei variabile v e A îi cores- 
punde un singur număr natural pe N (nedeterminat). 


Relaţia între v şi n este relație de desemnare Des (v, n). 
Fiecare regulă de interpretare poate fi, dealtfel, formulată 
în termenii relației de desemnare : 


Ys(s e S) de(e e D,)Des(s, e) 


ŞI 

Ve'(e' e D,)Des(s, e) > (e = e’) 

Am spus că prin ọ apare un Ls, în cazul nostru un Ly 
deci 

p: S ~ La | 
Ce relație există între un element se S şi un element 
le La presupunînd că j(s) =}? Evident aceasta nu mai 
poate fi relație de desemnare, căci atunci am avea Des (s, l) 
ceea ce ar însemna că s este o expresie pentru l, adică s, 
ar fi o metaexpresie din moment ce / este deja expresie. 
Or prin presupunerea iniţială s nu este expresie ci o simplă 
formă grafică. Prin urmare, nu poate avea loc Des (s, l). 
Unica relație posibilă este relaţia între s ca formă sintac- 
tică, altfel spus, relaţia între forma gramaticală a expresiei 
şi expresie. 
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Cum pentru orice q există o singură funcție , relația din- 
tre ele este din nou funcțională, să notăm aceasta a treia 
funcţie cu: 

x: My ~ My. 

Aceasta înseamnă că fiecărei funcții în domeniul obiectual 
îi corespunde o funcție în domeniul lingvistic. 

Funcţiei x îi corespunde apoi o altă funcţie care asociază 
fiecărei imagini q(s) o imagine ẹ(s). Fie această funcție: 
9 :e(5),) > (V(5),,)- 

Notăm că prin expresiile puse în acolade convenim să în- 
ţelegem clasa entităților desemnate de respectivele expresii, 
cu alte cuvinte am adoptat convenţia că 


(A) = ħà0b Des (Á, ob), unde ob este un obiect, A este 
expresie pentru obiect. Cu alte cuvinte {¢ẹ(s)„} va însemna 
mulțimea imaginilor ¢(s). 

Cercetînd mai îndeaproape funcţia se constată că există 
Și o inversă simetrică xl: 

X (m) > (en) 

Într-adevăr, fiecărei relaţii funcționale p:S = D; îi cores- 
punde o funcție p :S ~ Ls şi reciproc. Ca urmare, funcţiei 
6 îi corespunde o funcție inversă simetrică 0-1. De aci 
avem : 

L>: 

0 = 9— 
Am tradus deja în termeni semantici funcțiile ọ şi v. Să 
revenim acum la x şi 6. 


2. INTERPRETAREA FORMALISMELOR LOGICE 


Presupunem că avem sintaxa logicii predicatelor (Lp) pe 
care vrem s-o interpretăm logic (s-o transformăm în limbaj 
al predicatelor). Sintaxa Lp constă din figuri grafice şi 
secvențe de asemenea figuri construite şi eventual ordo- 
nate după reguli formale. 

Lp ={C, V, O, T, F} Aceasta înseamnă că mulțimea Lp 
este formată din mulțimile C (constante aparente), V 
(variabile), O (operatori), T (termeni), F (formule). Mulți- 
mile respective sînt determinate numai sintactic. Prin 
aceasta însă n-am coborît de la o „sintaxă oarecare” la 
o sintaxă specială (a L). Trebuie să determinăm pentru 
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aceasta submulțimile din care constă fiecare mulțime în 
parte. 


C = (Cu, Co) 
V = (Vi Vp Ve) 
O = 10, Or, O.) 


Alegem ca domeniu de interpretare „domeniul limbajelor 
formalizate DL“. Interpretarea va fi o funcție p:Lp > Dr. 
Această funcție va fi definită după cum urmează. Vom 
indica pentru fiecare clasă de figuri grafice (,„,sintactice”) 
ce entități din D, se asociază membrilor ei. Pentru aceas- 
ta vom nota cu litere mici (metavariabile) elementele 
din clasa corespunzătoare notată cu litere mari. (De exemplu, 
notăm cu c, elementele din C,) 


I. Reguli de interpretare în D. 


(1) ọ(c;) = nume individual aparent, 

(2) (cp) = nume predicativ aparent, 

(3) ọ(v;) = nume variabil individual, 

(4) (up) = nume variabil predicativ, 

(5) e(v,) = nume variabil de propoziţie, 

(6) q(0,) = nume de operaţie lingvistică terminală, 
(7) (0) = nume de operaţie lingvistică propozițională, 
(8) q(0.) = nume de operaţie lingvistică auxiliară, 
(9) (4) = nume simplu, 

(10) q(£;) = nume compus, 

(11) e(z) = propoziție deschisă, 

(12) q(f;) = propoziţie închisă. 


Se înţelege că expresiile constituie ele înşile clase, astfel 
că noi putem despica funcția q în 12 funcții: Ex. e. : C; ~œ Le 
Prin regulile I fiecare figură grafică sau secvență de figuri 
grafice devine expresie a limbajului predicatelor, expresie 
care se veferă la ceea ce se indică în dreapta regulilor. 

În acest fel pentru fiecare element e e Lp se dă un element 
p(e) care este referent al lui e, deci avem Des (e, ọ(e)). 

Caracterul elementelor q(e) constă în aceea că ele nu sînt 
determinate în toate cele 12 cazuri. Vom avea deci „referenți 
determinaţi” şi „referenți nedeterminaţi” (în cazul operații- 
lor ei sînt determinaţi). De exemplu a desemnează nume 
individual presupus constant, x poate desemna o variabilă 
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individuală din limbajul aritmetic („nume variabil din 
aritmetică”) sau din limbajul chimiei sau din limbajul biolo- 
giei etc. În fiecare limbaj în parte numele variabil este o 
expresie determinată, dar noi în limbajul logicii predicate- 
lor ne referim la orice limbaj formalizat (de structură lo- 
gico-predicativă). 

Fie aceste limbaje Lp, Lpo ... Lea. Semnificaţia unei 
forme ar putea fi exprimată disjunctiv astfel: 

Des (e, q(e)) şi e(e) eLm sau Des(e, q(e)) şi (e) = Lp ... 
sau Des (e, q(e)) şi q(e)e Lpr. 

Nu trebuie să se uite că „obiectele noastre” q(e) sînt expresii 
în D, (adică L, sau Le sau .... sau L,) şi nu veferenţi ai 
acestor expresii. Cu alte cuvinte referenții noştri sînt de 
natură lingvistică. Operatorii noştri vor desemna operaţii 
lingvistice (de formare a expresiilor). Aceştia fiind în esență 
aceiaşi pentru orice L noi putem spune că semnificaţia 
operatorilor este determinată. 

De exemplu, (Y) este operația lingvistică de cuantificare 
universală q(—) este operația lingvistică de formare a 
propozițiilor implicative ş.a.m.d. 

Am considerat că şi q([, ]) reprezintă o operaţie, anume 
operație de punere în paranteză. 

Funcţia q transformă sistemul sintactic Lp în limbaj al 
predicatelor (L). Prin aceasta apare o nouă funcție ọ 
care asociază ee Lp cu expresii din L;: 

p: L ~ L}. 

În acest fel pentru orice formă e avem o expresie ọ(e) în 
logica predicatelor. Astfel, forma x va deveni în Lý o varia- 
bilă de nume individuale, forma 1 va reprezenta o expresie 
operatorială pentru operația lingvistică de formare a de- 
scripțiilor, V va fi o expresie pentru operația lingvistică 
de cuantificare. 

Denotatul introdus pentru x în D, este nedeterminat, 
dar expresia asociată lui x în L} este determinată, altfel 
spus ọ(x) este un referent (denotat) nedeterminat (despre 
el ştim doar că (x) e Dz) în timp ce ẹ(x) este o expresie 
determinată (V(x) e 15). 

Am putea conveni ca distincția dintre forma sintactică 
şi expresia din L să fie notată prin introducerea asteris- 
cului: pentru x am avea x*, pentru V am avea V* etc. 
Conform cu definiția generală a interpretării e şi e* (unde 
e* = y(e)) au acelaşi referent, deosebirea constă doar în 
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faptul că pentru e referentul a fost introdus prin convenţie 
(„prin alegere”) în timp ce pentru e* el este doar dezvăluit 
(evidențiat). 

Am dat pînă acum pentru Lp o interpretare lingvistică, 
se poate însă da o interpretare mai generală (ontologică) 
în care nu sînt specificate entitățile într-un sens mai parti- 
cular. 

Vom avea deci un domeniu D, (domeniu ontologic). 


II. Reguli de interpretare în D,. 
ọ(c;) = individ presupus dat, 


~ 
— 
— 


nate) compuşi prin operații corespunzătoare, 
(11) (fa) = funcţie M” ~ W (unde M” = entităţi individu- 

ale şi W = obiecte abstracte numite ,„valori”’), 
(12) ọ(f;) = funcție limită a funcţiei M* = W (de exemplu, 
funcții de cuantificare). 


Prin această interpretare sintaxa devine limbaj ontologic 
L,, astfel că avem y(e)e L, în timp ce ọ(e) e D, Între 
L, Şi Lp s-ar putea să existe unele deosebiri în ce priveşte 
corespondența mulțimii de teoreme. 

Remarcăm faptul că în expunerea logicii matematice ele- 
mentele de metalogică nu sînt redate cu scrupulozitatea 
pe care o cere expunerea metalogicii ca atare. Se fac con- 
fuzii între înterpretarea în D, şi interpretarea în Dz sau 
între domeniul de interpretare şi limbajul care se obține 
asupra domeniului ş.a. (vezi în acest sens, [30], [36], 
[40], [46)). 

Mai trebuie să se țină seama că în același tip de interpre- 
tare se pot face alegeri de semnificație diferite (deşi poate 
corespondente). Pentru (11) şi (12) în D, noi am putea 
alege stările de fapt nedeterminate sau resp. determinate. 
Este interesant de precizat ce devin operatorii în interpre- 
tarea II, ei devin „semne pentru operaţii în sens nelin- 


(2) (cp) = proprietate presupus dată, 

(3) ọ(v;) = individ nedeterminat (= oarecare), 

(4) e(v,) = proprietate nedeterminată, 

(5) (vp) = obiecte abstracte, 

(6) «(07) = operație asupra indivizilor, 

(7) (oz) = operație asupra propoziţiilor, 

(8) (04) = operație de ordonare formativă, 

(9) (t) = indivizi determinaţi sau predicate determinate, 

(10) (4) = indivizi determinaţi (resp. predicate determi- 
( 
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gvistic”” (deci în sens matematic general), de exemplu 
funcţia 1, funcția A sînt operaţii de formare de indivizi 
pornind de la entitățile date, operatorii (—, &, v, —) 
devin semne pentru funcții de tipul Á” ~ A, cuantorii 
sînt operații relative la extensiunea referentului (extin- 
dere, restrîngere), „,VzF(x)” va însemna că referentul lui 
x e luat în toată extensiunea, iar „,IxF(x)” va însemna 
că referentul lui x e luat cel puțin într-o parte a exteri- 
siunii. 

Am spus deja că pot exista interpretări „,echivalente” 
(în sensul relației de echivalență în genere) și că uneori 
putem face mai multe alegeri fără a afecta structura logică 
a limbajului. Singurele condiţii sînt: 1) a respecta regulile 
generale de interpretare, 2) interpretarea trebuie să gene- 
reze un limbaj coerent, 3) interpretarea să fie în acord cu 
teoria semantică adoptată. 


III. Interpretarea în D, (domeniul special). Sintaxa de 
mai sus poate să fie interpretată în domenii speciale, 
lingvistice sau nelingvistice — de ex. în domeniul numere- 
lor naturale sau în domeniul limbajului aritmetic. În pri- 
mul caz vom obţine un limbaj aritmetic logicizat, în al 
doilea caz vom obține un ,„,metalimbaj” al limbajului 
aritmetic. 


3. CONCEPTUL DE VALOARE 


Am văzut că în unele cazuri referentul (denotatul) este 
numit valoare a expresiei. 

Termenul de „valoare” este utilizat în special în legătură 
cu variabilele, însă el poate fi generalizat la orice expresie 
din limbajul formalizat în sensul că orice expresie poate 
fi tratată ca expresie funcțională şi deci valoarea expresiei 
va fi valoarea ei funcțională. S-ar putea spune că acesta 
este un mod de a alege denotat (referent) pentru expresii 
(indiferent dacă ele sînt constante, variabile, termeni sau 
propoziţii). În orice caz termenul de „„valoare” devine în 
acest fel un termen cu specificul său în semantică. 
Definiția pe care o dăm aparține în esență lui Grzegorcyk. 
a) Se dă un domeniu iniţial de valori care (presupunem) 
formează un şir, 
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b) se defineşte valoarea în mod inductiv pentru fiecare 
tip de expresie în parte. 
Fie să notăm valoarea cu V (ca și Grzegorcyk). 
Limbajul nostru va fi format din nume individuale pentru 
obiecte din secvența {a„}, nume variabile x, Xə %3... 
nume predicative P, P, ... P, pentru proprietăți p, 
Pa, --- Pas nume funcționale pentru funcțiile fo fa... fr 
precum şi simboluri pentru diferite operații logice generale. 
(1) V(ua,, (a) = a, (Cu alte cuvinte valoarea unui nume 
individual „ay va fi individual corespunzător 4,). 
Dacă dispunem de un şir de nume individuale {s,} referi- 
DT la un ie 10) din (a,) atunci 

Vis, (a,)) = E, b. 
a BETAS se aplică la Speen ki Aa... Ax. 
(3) V (F; (4... As), 1an) = fiV (Aa ta), - ViArt an). 


PE Predicative se aplică de asemenea la expresii 
pat oda 
(4) V(P lAn A (a) = 1 = pi (V(A (a), 

- V(Ar ta). 
Grzegorcyk defineşte apoi valorile formulelor propozițio- 
nale compuse cu ajutorul operatorilor —, &, v,..., J. 
Deoarece valoarea se referă la numele funcției de adevăr 
şi nu la funcție, el consideră numele funcţiei. (Vom proceda 
la fel însă cu simboluri schimbate.) 
(5) VA”, (a) = (1 — fy {2n})) 
(6) V.A — B”, ta) = V(A, {an}) > V(B, (a) 
(7) V(3x,A, {fa} = 1:-=:-3deă(V A {au ... Gin, d, 
aizi) 3) = 1. 
Apoi X este o mulțime astfel că (8) C X (şi X coincide 
sau nu cu (4,)). 
Grzegorcyk ia ca bază operatorii —, —, J restul sîut 
definiți prin aceştia. Definiţia valori în continuare ponte 
fi dată prin reducere la acești operatori sau direct. 
De remarcat este că simbolul 1 nu a fost încă precizat. 
Se înțelege însă că în contextul dat el reprezintă adevărul. 
Exemple de aplicare a definiției. Fie Id nume pentru =, S 
nume pentru succesor (x + 1) şi So nume pentru Q. 
V(„S(S(S(So)))”, (a) = 3 

Sta), ra P = ar 


V(„Id(So, S(So))”, (2,9) = 
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Apoi: 
V(,„Id(S(So), S(So)”, ța,)) = 1 aceasta deoarece prin-idefi- 
niția Id(P,,S(So)”, V,,(S(So)”). 


4. CONCEPTUL DE ADEVĂR 


1) Termenul de „adevăr” nu este utilizat univoc, dar în 
ştiinţă există cel puțin tacit un acord cu privire la sensul 
său de bază — acesta este de „adevăr — corespondenţă”. 
În logică termenul ocupă poziţii diferite. Mai întîi el este 
predicat metateoretic care se aplică propozițiilor, iar uneori 
şi termenilor. Apoi el este tratat ca „obiect abstract”, ca 
valoare, ca semnificație în sens funcțional (în limbajele 
formalizate el este luat de logică în acest sens, a se vedea 
în special logica propoziţiilor (v, f)). Cele două sensuri fun- 
damentale sînt apoi relativizate — în primul caz se obțin 
predicate particulare, în al doilea caz valori nuanțate. 
Tarski relativizează adevărul la sistem („adevăr în S”), 
Carnap îl relativizează la modul de stabilire („adevăr 
logic”, „adevăr factual”), logicile polivalente nuanţează 
în mod corespunzător valorile logice. O relativizare 2nconsrs- 
tentă este aceea a pragmatismului (,„,adevăr-utilitate””). 


2) Definiţia generală. Că ,o propoziție p este adevărată” 
aceasta înseamnă că starea de fapt vizată de propoziţie 
are loc, altfel spus, o propoziție p este adevărată dacă şi 
numai dacă ei îi corespunde starea de fapt descrisă (starea 
de fapt descrisă nu este vidă). O astfel de definiție poate 
să nu fie satisfăcătoare pentru construcția logicii din cauza 
termenilor foarte generali cu care operează („propoziție", 
„stare de fapt” , „descriere a unei stări de fapt”), în schimb 
intenția ei este clară. Ceea ce se poate reține precis din 
această logică este o schemă (Tarski) : 

(I) x este propoziție adevărată dacă şi numai dacă $. 
Sensul acestei scheme n-a fost totdeauna bine înțeles, o 
scurtă analiză ne va arăta clar despre ce este vorba. 
Schema are următoarea structură logică: relația de impli- 
caţie „dacă şi numai dacă”, primul termen al implicaţiei : 
„„X este propoziție adevărată”! şi al doilea termen al impli- 
cației: „”. Ce reprezintă aci variabilele „x şi „p”? 
Tarski a precizat că ,„x” reprezintă nume de propoziţie, 
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iar „p” reprezintă traducerea propoziției în metalimbaj. 
Fie L, limbajul aritmetic şi ML, metalimbajul acestui 
limbaj obiect, iar „2 + 2 = 4” o propoziţie din limbajul 
obiect. Această propoziție exprimă faptul extralingvistic 
că 2 + 2 = 4. Tot ceea ce vrem să spunem despre. acest 
fapt exprimăm în limbajul obiect, în schimb tot ce vrem 
să spunem despre propoziția corespunzătoare exprimăm 
în metalimbaj. Pentru a vorbi despre ceva trebuie să-i 
dăm un nume, la fel pentru a vorbi despre propoziţie. 
Există aci riscul de a confunda a vorbi despre faptul extra- 
lingvistic cu a vorbi despre propoziția corespunzătoare, 
dacă folosim procedeul autonim. Este necesar deci să ale- 
gem un procedeu de a forma nume de propoziţii. Noi 
putem alege procedeul de a denumi propoziţia cu un număr, 
sau de a pune-o în ghilimele (ultimul procedeu încă ar mai 
putea induce în eroare pe neinițiați). Vom lua ca nume 
pentru „2 + 2 = 4” numărul (1). Vrem să-i atribuim lui (1) 
predicatul adevăr, cu alte cuvinte vom scrie: (1) este pro- 
poziţie adevărată. (Am fi putut la fel să-i atribuim predi- 
catul de a fi teoremă : (1) este teoremă, sau altele). Deoarece 
propoziția care definește adevărul lui (1) se află în limbaj 
noi trebuie să dăm şi o traducere a propoziției care redă 
starea de fapt. Aceasta va fi „doi plus doi fac patru”. 
Cele două propoziții „2 + 2 = £” şi „doi plus doi fac 
patru” sînt sinonime, astfel că asertarea uneia înseamnă 
simultan asertarea celeilalte. O propoziție poate fi „consi- 
derată” (de exemplu, simplu invocată) sau poate fi „aser- 
tată”. Că ea este asertată aceasta înseamnă că ea este 
raportată la starea de fapt cu o anumită szpoziţie (pe care 
de regulă n-o exprimăm, dar pe care o putem explicita). 
Putem chiar să folosim semnul de aserțiune (| ) pentru 
a indica această utilizare 

2 +2=4. 

Conținutul aserțiunii implică supoziţia că starea de fapt 
are loc (= nu este vidă). 

Deci + 2 + 2 = 4 este aserțiune pentru „starea de fapt 
2 +2 = 4 are loc”. În uzul obișnuit ne dăm seama după 
context în care dintre cele două poziții (considerare sau 
asertare) se află propoziția. Atribuim propoziției respective 
predicatul adevăr cu condiția ca starea de fapt să aibă loc. 
Acest lucru este redat în schema (I) în mod general şi în 
aplicarea acestei scheme la 1) în mod special: 1) este pro- 


Interpretare, adevăr, model 335 


poziţie adevărată dacă şi numai dacă (are loc starea de 
fapt că) doi plus doi fac patru. 

Am pus în paranteză supoziţia care în contextele obişnuite 
este omisă. Ar fi dealtfel şi foarte greu ca ori de cîte ori 
asertăm. această supoziție s-o tot invocăm. (Ar trebui ca 
în schimbul aserțiunii ieri am fost la teatru, să spunem: 
a avut loc starea de fapt că ieri am fost la teatru.) 


În acest fel, schema (I) corelează prin implicaţie o aser- 
iune despre propoziţie (ex. ,,1) este propoziție adevărată”) 
cu o aserțiune despre starea de fapt (doi plus doi fac 
Patru). 

Pentru logică conceptul introdus mai sus nu este suficient. 
El dă definiția fiecărei propoziţii în parte ca şi cum între 
propoziții n-ar exista nici o legătură. Un astfel de concept 
presupune că orice propoziție trebuie raportată doar la 
faptul corespunzător. Mult mai convenabil este să proce- 
dăm astfel — să+găsim o clasă de propoziţii al căror ade- 
văr în principal se defineşte prin schema amintită, să încer- 
căm a defini adevărul unor propoziții prin altele (al căror 
adevăr s-a presupus deja definit). Cu alte cuvinte schema 
să dea un concept de „adevăr prim” și alte definiții să 
introducă concepte derivate de adevăr. Încă B. Russell 
a propus diferențierea între adevăruri prime şi secunde, 
dar ideea de a distinge între adevăruri prime şi adevăruri 
derivate este mult mai veche (deși ea a îmbrăcat forme 
nebuloase). 

Vom face o cercetare prealabilă pentru a vedea ce posibili- 
tăți se oferă în acest sens. Notăm de pe acum că definiția 
dă doar condiţia de adevăr (şi condiția este dată direct 
prin schemă sau este dată indirect prin corelare cu alte 
propoziţii), ea nu ne spune şi dacă propoziția este efectiv 
adevărată (indeplineşte respectiva condiţie). 


3) Adevăr și tipuri de propoziție. 

a) Propozițiile singulare. Vom presupune în plus că ele sînt 
atomare, că au ca subiect nume propriu sau descriptiv. 
Fie „Mihai Eminescu a trăit în sec. XIX”. Propoziția 
se referă direct la Mihai Eminescu pe care-l asociază cu 
proprietatea de a fi trăit în sec. XIX dînd starea de fapt 
că M. Eminescu a trăit în sec. XIX (Starea de fapt fiind 
raportarea obiectului la proprietate sau la alt obiect). 


336 


Teoria sistemelor logice 


Dacă definim „M. Eminescu” prin descripţia „autorul 
poemului Luceafărul” atunci obținem o nouă propoziţie: 
Autorul poemului Luceafărul a trăit în sec. XIX. 

Dacă ştim denotatul subiectului „Mihai Faninescu” şi 
nu ştim denotatul descripției atunci propoziția cu nume 
propriu va avea adevăr prim, iar propoziția cu descripție 
va avea adevăr derivat de la prima prin definiție. Este 
posibilă și situația inversă, cunoaştem din context denotatul 
descripţiei dar nu-l asociem cu numele propriu. Atunci 
apelăm din nou la definiție. Fie ê (numele de individ), 
d (descripţia) şi P predicatul (în sens larg, ca poziție în 
propoziție, nu ca proprietate). Putem formula următoarele 
silogisme semantice : 


$ P dF P 
Ead 7 ja 
d} P iF P 


Vom spune în genere că propozițiile singulare (atotnare) 
au adevăr prim în sensul că sau acesta se defineşte imediat 
în raport cu faptul sau nu mai poate fi condus decît tot 
la o propoziție singulară. 

b) Propoziţiile particulare (Unii S sînt P). Am văzut că 
ea este deschisă şi că pot exista cel puțin trei propoziţii 
care să-i corespundă „Un singur ...”, „Numai unii =”, 
„Toţi ... ”) Fie primul caz: 

(bı) Un singur sportiv român a cîștigat premiul FILT. 
Adevărul acestei propoziţii va fi bine definit dacă not 
putem indica veferentul propoziției şi dacă putem defini 
adevărul propoziției exceptive. Referentul va fi Ilte Năstase. 
Adevărul propoziției „Nici un alt sportiv român în afară de 
Ilie Năstase n-a luat premiul FILT” se reduce apoi la 
adevărul propoziției că „Nici un alt sportiv român n-a 
participat la concursul FILT”. 

Definiția va fi: 

„Un singur sportiv român a cîştigat premiul FILT” este 
propoziția adevărată dacă şi numai dacă nici un alt sportiv 
român cu excepția lui X n-a participat la concursul FILT. 
(Aceasta în condiția în care s-a stabilit existenţa referentului 
pentru (b,)). Cazul al doilea „Numai unii S sînt P” este 
încă deschis: el poate cuprinde cazul deja analizat sau 
cazul în care avem mai mult de un S, dar nu toți. „Numai 
unii S sînt P” este propoziție adevărată dacă şi numai dacă 
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sau un singur S este P sau mai mult de un S este P 
şi un S sau mai mulți nu sînt P. 


Propoziţiile particulare, aşa cum a arătat Hilbert, ne con- 
fruntă deja cu problema dificilă a infinitului. Se deschid 
două posibilități sau ca extensiunea lui S să fie finită sau 
ca ea să fie infinită. Pe de altă parte, extensiunea poate 
fi-atît de mare încît practic să se compare cu o extensiune 
infinită, sau avem și cazul în care nu știm dacă extensiu- 
nea este finită sau infinită (= extensiunea este nedeter- 
minată în mod cardinal). 


Dacă extensiunea este finită atunci în principiu putem da 
următoarea definiţie : 

„Unii S sînt P” este propoziţia adevărată dacă şi numai 
dacă S, este P sau S, este P sau ... sau S, este P. 
Dacă extensiunea este infinită atunci o asemenea definiție 
este imposibilă. 

Există o soluție oarecum simplă pentru acest caz dar aceas- 
ta presupune deja ideea de rezolvare a problemei adevărului 
pentru o propoziţie singulară (S, este P). 

„Unii S sînt P” este propoziție adevărată dacă S, este P 
şi |S, este P (condiţia este doar suficientă). 

Această definiție presupune deci nu numai „adevărul prim” 
ci şi conceptul de „adevăr prim verificat”. 

O altă definiţie ar apela la introducerea disjuncției infi- 


00 

nite J` S; este P: 
Zi 

„Unii S sînt P” este propoziție adevărată dacă şi numai 
00 


dacă ` S; este P. Nu e o reducere prea eficientă dar, în 
i=l 

fine, este totuşi o reducere. O altă formă slabă este urmă- 

toarea : 

„Unii S sînt P” este propoziție adevărată dacă şi numai 

dacă există individul S; astfel că S, este P. 


c) Propozițiile generale. Aceste forme de propoziții au fost 
deja invocate ca un caz limită al propozițiilor particulare. 
Din nou avem cazurile finit, infinit. 

Pentru cazurile finite definiția are forma : 

„Toți S sînt P” este propoziție adevărată dacă și numai 
dacă S, este P şi S, este P şi ... și S, este P. 

Pentru cazurile infinite soluția introducerii ideii de „adevăr 
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prim verificat” nu mai e posibilă. Vom apela la conjuncții 
infinite : 


]] S; este P. 

t=1 

„Toţi S sînt P” este propoziție adevărată dacă şi numai 
00 

dacă II S; este P. Se poate da de asemenea o altă formă : 


i=l 
„Toți S sînt P” este propoziție adevărată dacă și numai 
dacă pentru orice individ S; S; este P. 


d) Este necesar să observăm că în cazurile analizate am 
presupus că avem de-a face numai cu propoziții închise. 
Pe de altă parte noi n-am definit adevărul propozițiilor 
particulare şi generale prin adevărul celor singulare ci doar 
prin intermediul propozitiilor, cu alte cuvinte n-am avut 
nevoie de termenul „adevăr” în definiens, ci ne-am referit 
de asemenea la stările de fapt (însă prin intermediul altor 
propoziţii). Fiecare definiție se află în acest sens în limitele 
schemei (I). 

Prin urmare avem trei posibilități : sau să definim adevărul 
unor propoziții prin raportarea directă la stările de fapt 
aşa cum arată schema (I), sau să definim adevărul rapor- 
tînd propoziția la stările de fapt prin intermediul altor 
propoziţii ca în cazurile a), b) şi c) sau să raportăm ade- 
vărul propozițiilor la alte propoziţii. 

Frazele „definim adevărul secund prin propoziţiile care au 
adevăr prim” şi „definim adevărul secund prin adevăr 
prim” sînt echivalente dar nu sinonime. 

Iată şi definiții de ultimul tip: 

„Unii S sînt P” este propoziție adevărată dacă și numai 
dacă cel puțin o propoziție singulară corespunzătoare este 
adevărată : 

„Toți S sînt P” este propoziție adevărată dacă şi numai 
dacă orice propoziţie singulară corespunzătoare este adevă- 


n 


rată . 

e) Propoziţii deschise. Conceptul de reahzabihitate. Vom con- 
sidera propoziții deschise de forma „x este P” (unde P 
este un predicat determinat, de ex. „x este Om”). Astfel 
de propoziții nu pot fi calificate necondiționat drept adevă- 
rate (sau false), ele sînt adevărate (sau false, în funcţie de 
individul determinat la care le raportăm, deci în funcție 
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de referentul ales. Tarski a avut ideea de a lua ca punct 
de plecare pentru asemenea propoziţii nu ideea de adevăr, 
ci ideea de realizabilitate. Este drept că această idee ar 
putea fi la rîndul ei definită prin conceptul de adevăr, 
dar aceasta nu înseamnă că n-o putem de asemenea defini 
raportîndu-ne într-un anumit fel în mod direct la stările 
de fapt (adică la realitate). 


(II) x este propoziție realizabilă dacă şi numai dacă există 
a astfel că p[a]. 

Aci „x” este numele propoziției deschise, a este traducerea 
variabilei din propoziție, iar [a] este traducerea propozi- 
ției. 

Aceasta nu este încă o definiție ci o schemă de definiție 
(o . definiție fiind o propoziţie închisă, or formulările (I) 
şi (II) sînt propoziţii deschise). 

Schema doi ne sugerează imediat o schemă disjunctivă. 


(III) x este propoziția realizabilă dacă şi numai dacă 
pla] sau pla] sau sau 2[a,] (pentru cazul finit). 
(IV) x este propoziție realizabilă dacă şi numai dacă 


X plai 


(ta (II) și (IV) „2 [a;]” reprezintă propoziții individuale 
închise. Corespunzător cu schemele II şi III definim apoi 
fraza „a realizează propoziția deschisă x” (unde a este o 
valoare individuală) : 

(V) a realizează propoziţia x dacă şi numai dacă p[a] 
(unde „£[a]” înseamnă propoziţia singulară închisă obţi- 
nută prin substituirea lui a (nume de individ), în locul 
variabilei din propoziţie). Din III şi V rezultă următoarea 
schemă a realizabilităţii : 

(VI) x este propoziție realizabilă dacă și numai dacă a, 
realizează pe x sau a, realizează pe x sau ... sau a, rea- 
lizează pe x. 

Pentru cazul în care mulțimea indivizilor este infinită putem 
să ne referim la şirul infinit z;er (T = 00). 

(VII) Şirul infinit (a; realizează propoziţia x dacă şi 
numi dacă cel puțin o valoare a, din {a;} realizează pe x. 
Pentru a exemplifica realizabilitatea luăm propoziția des- 
chisă : 
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y+ 3 = 7. O numim cu 2) şi o traducem prin ,y plus 
trei fac şapte”. Dăm definiția realizabilităţii prin schema 


(2) este propoziţie realizabilă dacă şi numai dacă există 
y astfel că y plus trei fac șapte. 

Din (V) deducem: 

4 realizează pe (2) dacă şi numai dacă 4 + 3= 7. 

Cum 4 + 3 = 7, deducem că (4) realizează propoziţia (2). 


f) Propoziții compuse. Vom considera pe rînd cele două 


cazuri — propoziţii închise și propoziții deschise. 
(f) Propoziţiile formate cu ajutorul lui nu”, şi” „sau”, 
„dacă ... atunci”, „dacă şi numai dacă” vor fi numite 


compuse. Precizăm că „Și? este comutativ iar „sau'”' neex- 
clusiv. 

Pentru „,non-p” problema adevărului se rezolvă ușor. 
Schema (1) se aplică în mod trivial şi deci nu interesează. 
Reducţia în sensul prim ne-ar cere să raportăm propoziția 
negativă în funcție de gradul de generalitate la propoziţii 
singulare. Fie ș numele propoziției afirmative singulare şi 
Tk numele propoziției negative corespunzătoare: 

TẸ este propoziţie adevărată dacă şi numai dacă p nu are 
loc (or nu are loc starea de fapt 5). 

Faptul că „nu are loc starea p” se poate scrie pe scurt $. 
De aci: |: este propoziţie adevărată dacă și numai dacă Ș 
(Transformările în raport cu descripția şi numele propriu 
decurg în mod corespunzător.) Pentru propoziţia particulară 
avem în vedere că I = E (vezi prescurtările din silogistică) 
I este propoziție adevărată dacă şi numai dacă E. Pentru 
A vom ţine seama de A = Ü: A este propoziţie adevărată 
dacă şi numai dacă 0. 

La rîndul lor E şi 0 se reduc la singulare într-un mod analog 
cu cele din b) şi c). 

De exemplu, dacă avem o extensiune finită atunci E (adică 
„Nici un S nu e P”) devine: S, nu e P și S, nu eP 
şi ... şi S, nue P; iar O (,,Unii S nu sînt P”) devine: 
S, nu e P sau S, nu e P sau ... sau S, nu e P. 
Negația ne permite să definim adevărul unei propoziții 
negative relativ la adevărul afirmativei. 


(IX) Tlx este propoziție adevărată dacă şi numai dacă x 
nu este propoziție adevărată. 
Pe această bază introducem un nou concept „,falsul”. 
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(X) x este propoziţie falsă dacă şi numai dacă “Ix este 
propoziţie adevărată. 

Dar falsul poate fi definit şi independent de adevăr, adică 
relativ la starea de fapt. 


(XI) x este propoziţie falsă dacă şi numai dacă $ (unde x 
este nume pentru 2). 
Vom spune că adevărul şi falsul sînt predicate de vetridici- 
tate. Le vom nota cu W şi respectiv F. 
Fiind dată o propoziție p și numele ei „” vom scrie defi- 
nițiile celor două predicate unul prin altul: 
(XI) WE) = Flu”) sau WUP”) = Ep”) 

FB) = Wp”) sau F(p”) = Wp) 
Considerăm acum propozițiile de formă conjunctivă „A şi 


$ 


Prima idee care ne vine este de a defini adevărul lui 
„p ŞI T’ prin şi respectiv q (fie că ne referim la stările 
de fapt, fie că ne referim la predicatele lor de veridicitate). 
Cum propoziția conjunctivă este luată în sens larg ca o 
simplă combinație lingvistică ne putem aştepta la cazuri 
în care nu ştim dacă trebuie sau nu să acordăm adevăr. 
De exemplu, trebuie sau nu să considerăm adevărată 
propoziţia „2 x 2 = 4 şi New-Yorkul este oraş mare”? 
Logic vorbind conjugarea lor pare anormală. Lucrurile se 
agravează gradat cînd trecem la „sau”, „dacă ... atunci” 
Ş.c. 

După părerea mea pentru limbajele speciale nu există posi- 
bilitatea unei reduceri decît dacă la conceptul de propoziție 
compusă luat atît de slab vom aplica un concept de 
adevăr foarte slab, să-i zicem „,veridic”. 

Ce poate însemna veridic? Vom defini acest concept pentru 
conjuncție, disjuncție etc. 

(XIII) O propoziţie „p şi q” este veridică dacă şi numai 
dacă „” este adevărat şi „q? este adevărat. 

Cu alte cuvinte „a fi veridic 45 şi q}? înseamnă că pro- 
pozițiile 2, q aparţin clasei de propoziţii elementare (închise) 
adevărate. 

Aceasta nu exclude definiția adevărului lui „4 şi q” prin 
starea de fapt conjunctivă („,„moleculară'”), după ce, evident 
s-a înțeles prin starea de fapt conjunctivă ceva destul de 
restrictiv, 
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Dacă „$ şi q”' este adevărată atunci „p şi g” este veridică 
(reciproca nu are loc). 


Dacă „p şi q” nu este veridică atunci „p şi q'este falsă. 
Dacă „p” este adevărat şi „g” este adevărat atunci „ și 


» 


q? este veridică. 


Dacă o propoziție componentă este falsă atunci „$ şi q 
este falsă. Evident că se poate forma o logică cu trei 
valori: veridic (w), adevărat (v), fals (f), care să descrie 
asemenea raporturi. 


Pentru negație avem matricea : 


» 





P Ê 
w f 
v f 
î w 


Pentru conjuncție avem matricea : 


p_q P&g 
w wŢw w 
wW v wW 
w f f 

f w v 

v v v 

v f f 

Í w f 

ÈE v f 

f f f 


Trecem acum să studiem disjuncția „p sau g”. 


(XIV) O propoziție „p sau q” este veridică dacă şi numai 
dacă cel puțin una din componente este adevărată (cealaltă 
fiind eventual falsă). Prin urmare, „p sau g” are veridici- 
tate dacă componentele ei (elementare) sînt astfel că apar- 
țin clasei propozițiilor adevărate sau false şi cel puțin o 
propoziție este adevărată. 


Matricea disjuncției se formează uşor (o lăsăm ca exercițiu 
pentru cititor). 


Propoziția „2 X 2 = 7 sau New-Yorkul este oraş mare” 
este veridică. Cu implicaţia lucrurile stau şi mai complicat. 
Aci îndoiala că astfel de exemple ar fi adevărate creşte 
şi mai mult: 

„dacă Bucureștiul e în Muntenia atunci Craiova este în 
Oltenia”. Nu există vreo legătură implicativă între cele 
două propoziţii. Veridicitatea ar putea fi întemeiată pe un 
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anumit principiu ontologic negativ — „negația absolută” 
(cum o vom numi). 


Principiul negației absolute. Dacă o singură stare de fapt 
din univers ar dispărea în mod absolut atunci orice altă 
stare din univers ar dispărea în mod absolut; deci dacă 
“ls atunci Vs Is şi deci dacă “Is; atunci ]s,. Din cele 
de mai sus rezultă prin contrapoziţie ceea ce voi numi 
„principiul condiționării cele mai slabe”: dacă s, atunci s;. 
(XV) O propoziţie „dacă p atunci q° este veridică dacă 
şi numai dacă ea exprimă cea mai slabă condiționare: 
a) orice stare prezentă condiționează în modul cel mai 
slab o stare prezentă, 

b) orice stare absentă condiționează în mod negativ o 
stare prezentă, 

c) orice stare absentă condiționează slab o stare absentă 
(oarecare). Lăsăm de asemenea pe seama cititorului să 
formeze matricea unei astfel de implicaţii. 


(XVI) O propoziție de forma „p dacă şi numai dacă g” 
este veridică dacă și numai dacă p, q sînt sau ambele 
adevărate sau ambele false. Din cele de mai sus rezultă că 
nu acceptăm punctul de vedere că propoziții combinate la 
întîmplare pot fi adevărate. 

Pentru problema deciziei vom avea atunci două cazuri: 
a) deosebirea adevărului de fals, 

b) deosebirea adevărului de veridic. 


Relația dintre cele trei clase de propoziții va fi: 

V, CV CW, FH 

O metodă sigură de selecție va fi sistemul axiomatic, în 
unele cazuri se pot aplica şi „algoritmi semantici”. 
Matematicianul nu va accepta că „2x3 = 7—3 x 8 = 
= 24” este o teoremă numai pentru că aceasta „decurgė” 
din regulile de adevăr. 

Precizăm că în cele de mai sus noi nu ne-am referit la limba- 
jele logice, ci la limbajul natural (de structură silogistică). 
(fə) Conceptul de realizabilitate poate fi extins la propoziții 
compuse din propoziții deschise. Şi aici putem deosebi 
conceptul de realizabilitate în sens tare şi în sens slab. 
Conceptul de realizabilitate în sens slab se definește analog 
cu definiția conceptului de veridicitate. 


Conceptul de realizabilitate în sens tare nu se poate defini 
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fn mod recursiv, după cum conceptul de adevăr în limbajele 
intuitive nu se poate defini în mod recursiv. Pentru adevăr 
şi realizabilitate (în sens tare) putem da „definiții axioma- 
tice” sau „definiţii prin modele”. 


5. ADEVĂR, REALIZARE, MODEL 


În cele de mai sus am analizat două tipuri de limbaje: 
alcătuite numai din propoziții închise sau numai din pro- 
poziţii deschise. Ce se întîmplă dacă avem un limbaj compus 
din ambele feluri de propoziții? Tarski a arătat că în acest 
caz trebuie să unificăm noțiunile de propoziție deschisă şi 
propoziție închisă. Propoziția închisă va fi un caz limită 
al propoziției deschise, anume o propoziție deschisă cu zero 
variabile libere. Propoziția deschisă este numită de el 
„funcţie propozițională”. Conceptul de adevăr va fi la 
rîndul său un caz limită al conceptului de realizabilitate. 


(XVII) O funcţie propozițională x este adevărată dacă şi 
numai dacă ea este realizabilă pentru orice valori din 
domeniul considerat de valori (adevărul şi realizabilitatea 
sînt deci relative la un domeniu dat de interpretare). 

Altfel formulat : o funcție propozițională x este adevărată 
relativ la domeniul D de valori dacă şi numai dacă orice 
valoare a variabilei realizează funcția propozițională x. 


(XIX) O funcție propozițională x este falsă dacă și numai 
dacă nu există nici o valoare (din domeniul respectiv) care 
să realizeze această funcție. 

Termenul de „,fals”' mai poate fi înlocuit cu termenul de 
„irealizabil”. 


(XX) Orice sistem de valori pentru care funcția propozi- 
ională este adevărată se va numi model al acelei funcţii 
propoziţionale. 

Altfel spus dacă D este un sistem de valori astfel că orice 
v e D realizează funcția propozițională x atunci vom spune 
că D este un model pentru x. 

Fie, de exemplu, funcția „x + 5=— 7”. Există o valoare, 
anume 2, astfel că 2 + 5 = 7. Modelul acestei funcţii va 
consta dintr-un singur obiect {2}. 

Funcţia „x? = 4” are două modele în Z şi anume (2) şi 
(—2) Funcţia „x +y = 7” are următoarele modele: 
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(0, 7), 41, 6), (2, 5), (8, 4), (4, 3), (2, 5), (1, 6), (7, 0) toate 
în N. Ea are o infinitate de modele în Z. Ex. {—1, 8, 
(—2, 9) ... 

Fiecare din aceste modele transformă funcția propozițio- 
nală în propoziție adevărată. 

În raport cu domeniul N funcțiile de mai sus sìnt doar 
realizabile (la fel şi în raport cu Z). În schimb funcția 
„x + 71 = 7+ x" este adevărată pentru N şi pentru Z, 
căci orice valoare din Z(resp. din N) o realizează, adică o 
transformă în propoziție adevărată. 

Trebuie să se observe că începînd cu formularea (XVII) 
am introdus relativizarea la „domeniul D”. Acesta este 
domeniul de definiție al variabilelor. Funcția realizabilă 
se mai numește şi consistentă, iar funcţia irealizabilă se 
mai numeşte şi înconsistentă. Se mai observă că realizabili- 
tatea înseamnă „adevărat pentru unele valori” sau „uneori 
adevărat”, în timp ce falsul înseamnă ,,pentru nici o valoare 
adevărat”. 

Dacă funcția este n-adică atunci modelul va fi un n-tuplu 
(a se vedea x + y = 7). Aceasta înseamnă că modelul 
unei funcții este un element al produsului cartezian A, X 
X AX ... XA, (unde mulțimile pot să fie identice, iar 
n poate fin = 1). 

Odată cu noțiunea de model am încheiat expunerea cate- 
goriilor semantice de bază. 

Urmează acum să studiem a) unele raporturi între aceste 
categorii semantice şi categoriile introduse anterior, b) unele 
relații semantice speciale între expresii (mai ales între 
propoziţii), c) raportarea noţiunilor de adevăr, realizare 
şi model la sistemele formalizate şi în speţă la sistemele 
logice. 


6. RELAȚII NOI ÎNTRE CATEGORIILE SEMANTICE 


1) O funcţie propozițională este realizabilă în genere dacă 
pentru ea există un model, ea este realizabilă într-un 
domeniu D dacă pentru ea există cel puțin un model în 
domeniul D. 

2) O funcție propozițională este adevărată în domeniul D 
dacă ea este adevărată pentru orice. model din D. Se mai 
spune în acest caz că ea este „universal adevărată în D”. 
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3) Dacă o funcție propozițională este adevărată în D ea 
desemnează valoarea 1 (adică obiectul abstract-adevăr). 
4) Dacă o funcție propozițională este falsă în D ea desem- 
nează valoarea 0 (obiectul abstract — fals). 

5) O propoziţie de forma YVxA (x) este adevărată în D dacă 
şi numai dacă orice valoare a lui x realizează pe A(x), 
cu alte cuvinte dacă A(x) este adevărată pentru orice 
model din D. 

6) O propoziție de forma 3JxA(x) este adevărată în D 
dacă şi numai dacă există valori ale lui x care realizează 
pe A(x), cu alte cuvinte dacă A(x) este adevărată pentru 
cel puțin un model. 

7) O propoziţie singulară F(a) este adevărată în D dacă 
şi numai dacă funcția propozițională F(x) este realizată 
de valoarea a din D, cu alte cuvinte dacă {a} este model 
pentru F(x). 

8) O entitate e este valoare pentru o variabilă x din F(x) 
dacă şi numai dacă F(x) este adevărată pentru e sau este 
falsă pentru e. 

9) Dacă o propoziţie este adevărată sau falsă într-un do- 
meniu D atunci ea are referent în respectivul domeniu. 
10) Dacă VxF(x) este o propoziție, F(x) o funcţie atunci 
YxF(x) este adevărată dacă F(x) este adevărată în toată 
extensiunea referentului lui x. 

11) Dacă 3xF(x) este o propoziţie este adevărată atunci 
există cel puțin un referent pentru x astfel că F(x) este 
adevărată. 

12) O funcție propozițională este adevărată dacă și numai 
dacă orice referent determinat al variabilei ei realizează 
funcția. 

13) Totalitatea valorilor care fac funcția adevărată repre- 
zintă adevărata extensiune a funcţiei. 


7. ADEVĂR ȘI LIMBAJE FORMALIZATE 


Pentru limbajele constante problemele se rezolvă ca mai 
sus, pentru limbajele simbolice intervin unele particularități. 
Fie un domeniu de interpretare D astfel că o sintaxă S 
devine limbaj simbolic (L,) în raport cu D. 


(I) Realizabilitatea unei formule. Fie o formulă A[x,, 
ap saca Aas Fu Fay so Fay Pu Pa rro Pal adică o 
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formulă constituită cu variabile obiectuale, variabile func- 
ționale şi variabile predicative. Fie apoi domeniul (B, 
a, b, c, ..., fg h ..., P, q], 7, ...} UNde a, b, c sînt 
obiecte, f, g, h funcții, iar p, q, r sînt proprietăți. 

Formula A este realizabilă în domeniul D dacă şi numai 


dacă variabilele x,, xo ..., x, sînt ae i ca nume 
pentru obiecte a, b, c, ..., Fi, Fa, ..., Fp sînt nume pen- 
tru f, g, h, yP Pos P, sînt nume “pentru Lgr. 


şi are loc A [xn EN EE "F, Epee PpP iPass P. | 
Această definiție este inspirată de Grzegoreyk Şi Tarski. 
Deosebirea față de definiția lui Grzegorcyk constă în 
aceea că noi am revenit la schema de realizabilitate a lui 
Tarski în ce priveşte ultima parte, în timp ce Grzegorcyk 
introduce un termen neclar şi de prisos elementele, 
a, b, c, funcțiile f, g, k, ... şi predicatele p, q, 7 se com- 
portă astfel cum arată forınula, or din structura sintactică 

nu se poate deduce „,comportamentul” entităţilor din D 
[17; 264). 

Conceptul de realizabilitate definit mai sus poate fi restrîns 
treptat astfel : 

a) se presupune că simbolurile pentru funcții şi Sa 
au interpretare fixă; 

b) în acest fel formulele devin funcții propoziționale şi 
definiția se dă atunci ca pentru funcții propoziționale. 
Definiția ia un caracter mai particular dacă în loc s-o 
raportăm la mulțimea obiectelor din domeniul D, o rapor- 
tăm la „şiruri de obiecte”. Explicaţia stă în faptul că în 
formulă variabilele sînt ordonate (formează şiruri finite). 
Obiectele pot fi dispuse în şiruri diferite, astfel că unui 
domeniu D îi corespund multe şiruri (dacă D este irifinit 
atunci şirurile vor fi infinit de multe). Vom folosi pentru 

„Şir” şi termenul de secvență”. 

Ideea aparține lui Tarski. Noţiunea de secvenţă {a„} poate 
fi înţeleasă în sens finit sau infinit (adică n e T şi 
este infinit). Apoi ea mai poate fi înțeleasă în următoarele 
feluri : 

) {a„} conţine toate elementele lui D, Sig 
b) {a„} conține cel puțin tot atîtea elemente cîte variabile 
diferite conține formula, 

c) {a„} conține exact atîtea elemente cîte variabile diferite 
conține formula, 
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d) (a, conține mai puține elemente decît numărul de varia- 
bile conținute de formulă sau chiar este vidă, 

) {a„} poate fi raportată analog cu (a)—(d) la variabile 
libere. Fiecare din aceste cazuri poate prezenta interes. 
Noi vom presupune însă că secvența conține exact atitea 
elemente cîte sînt suficiente pentru a putea transforma 
formula în propoziție. 


(II) Vom spune că o secvență (a, este completă în 
raport cu o funcție A dacă și numai dacă A poate deveni 
propoziție în raport cu {a}. În unele cazuri este util să 
ordonăm mulțimea de variabile şi secvența biunivocă” cu 
ea în același mod. De exemplu, 

{Xr Xens. im) (variabile) 

{ars Ar, --. Akn} (obiecte). 

Dacă formula nu conține termeni constanți ci numai varid- 
bile, atunci putem avea mai multe secvențe: {a„} secvența 
pentru obiecte, {Ẹ„} secvența pentru funcții şi (e, secvența 
pentru proprietăți (însuşiri sau relații). 

(III) O formulă A care aparține unui limbaj simbolic L 
interpretat în D este realizabilă în D dacă şi numai dacă 
există un triplet de secvențe ((a,), {Qm} {p1} astfel că el 
realizează pe A. 

Dacă presupunem că variabilele funcționale și cele predi- 
cative sînt deja fixate ca nume constante atunci rămîne să 
discutăm nu despre formulă ci despre funcția propozițio- 
nală. 


(IV) O funcție propozițională e este realizabilă în D dacă 
şi numai dacă există o secvență (4,) astfel că ea realizează 
pe p. Cu alte cuvinte {a} conține valori pentru care e 
este transformată în propoziție adevărată. 

(Termenul „realizabil în D” nu implică „adevărat în D”). 


(V) Pentru un limbaj care are o structură logico-predicâ- 
tivă se poate da o definiție recursivă (Tarski) în felul 
următor. 

Condiţia inițială. O funcție propozițională atomară P(xi;, 
Xk a: Xim) este realizabilă în domeniul D pentru o 
secvență {a„} dacă şi numai dacă o(an, ars ---> Akm) 
Condiţia inductivă. Presupunînd că pentru nu importă: ce 
funcție propozițională A, B, C, ..., s-a definit realiza- 
bilitatea în raport cu nu importă care secvență {a„} atunci 
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în raport cu aceeaşi secvență (4,4) definim realizabilitatea 
funcţiilor propoziționale compuse din A, B, C, 

a) A e realizabilă dacă A nu e realizabilă; 

b) A & B e realizabilă dacă A, B sînt ambele realizabile; 
c) A v Be realizabilă dacă şi numai dacă cel puţin una din 
ele e realizabilă ; 

d) A — B e realizabilă dacă şi numai dacă A fiind reali- 
zabilă prin {a„} B este realizabilă prin {a„}; 

e) A = Be realizabilă : A e realizabilă dacă și numai dacă 
B e realizabilă; 

f) VA e realizabilă dacă şi numai dacă pentru orice d e 
D, A e realizat de secvența Sub fa,)2 a: 

h) 3x,4 este realizabilă dacă și numai dacă există d e Dx 
astfel că A este realizat de Sub (a). 

(Aci Dx reprezintă submulțimea lui D formată din obiecte, 
nu din funcții sau proprietăţi). 

Mai sus am definit noțiunea „realizabil în D printr-o sec- 
vență (oarecare) (a,)”. 

De exemplu, funcția x, > x, este realizabilă în (N, >} 
de orice secvență fa, a} (deci (a, = (a2) dacă şi numai 
dacă a, > aa. Astfel de secvenţe sînt (2, 1), (3, 2) etc. 
În schimb secvența (3, 4) nu realizează funcția a, > az. 
Avînd o secvență finită de variabile (x, Za ..., Xm? 
realizarea depinde numai de acei termeni ai secvenței 
{a„} care sînt puşi în corespondență biunivocă cu termeni 
din {x„}. Fie variabilele date în ordinea (4, Xp -s 24), 
membrii secvenței {a„} puşi în corespondență biunivocă cu 
{Xes Krs caen X} vor fi Ap pase oii ar} Dacă 
două secvențe {a„} şi {b} conțin fiecare cîte o subsec- 
vență biunivocă cu (3%, ..-, 1) atunci dacă are loc 
Va, (ar, = ba) va avea loc şi 

Han} realizează pe A] = [{b„} realizează pe A]. 


Demonstrația se dă prin inducție în conformitate cu (V). 
Pentru propozițiile închise realizarea nu depinde de membrii 
lui {a„} luați în parte, deci: 

[(a„) realizează pe A] = [{ò„} realizează pe A] 

O teoremă importantă este aceea că dacă o propoziţie 
(închisă) A este realizabilă pentru o secvență {a„} ea 
este realizabilă pentru orice secvenţă intersubstituibilă cu 


(a). 
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Se înțelege că {a„} este completă numai dacă conține toate 
elementele din Dr. 


(VI) O propoziţie se numește adevărată dacă ea este închisă 
şi realizabilă. 

Vom defini acum realizabilitatea și adevărul pentru lim- 
bajele logice. Diferenţa între un limbaj formalizat cu un 
domeniu dat D şi liinbajul logic constă în faptul că limbajul 
logic se referă la orice domeniu descris de un limbaj special. 
de o anumită structură logică. Orice L; care are o struc- 
tură silogistică va face parte din domeniul (lingvistic) al 
silogisticii şi orice domeniu al lui L; va face parte din 
domeniul ontologic al silogisticii (cu condiția că domeniul 
lui L, este de asemenea de natură extralingvistică). Analog 
pentru calculul predicatelor ș.c. Tarski a dat definiția 
adevărului pentru limbajul claselor. Aceasta a constituit 
începutul definirii conceptului de adevăr pentru limbajele 
formalizate. „Limbajul claselor” este un limbaj logico-arit- 
metic interpretat în domeniul nelingvistic al claselor. Vom 
da în mod sumar definiția adevărului pentru logica predica- 
telor (de ordinul unu). Acest limbaj conține cuantificarea 
numai pentru variabile individuale. 


(VII) O formulă atomară din limbajul predicatelor este 
realizabilă dacă și numai dacă în domeniul lingvistic D 
există o propoziție adevărată de forina respectivă care se 
obține din formula atomară prin: 

a) substituirea variabilelor individuale cu nume constante 
de indivizi, 

b) substituirea variabilelor predicative cu termeni predica- 
tivi constanți. 

Se poate da o definiție care să nu utilizeze termenul de 
adevăr, ci pe cel de realizare. 

O formulă atomară este realizabilă dacă şi numai dacă 
există o funcție propozițională în D, realizabilă, funcţie 
care apare din formula logică atomară prin substituirea 
variabilelor predicative cu nume predicative constante şi 
reinterpretarea variabilelor individuale ca variabile în do- 
meniul D,. Fie formula atomară F(x, y). Ea este realiza- 
bilă în limbajul aritmetic deoarece există o propoziție 
adevărată de această formă, de ex.: „>(3, 2)”, altfel 
spus ea este realizabilă deoarece funcția aritmetică > (x,y) 
este realizabilă. Se poate demonstra că orice formulă logică 
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atomară este realizabilă în D; (de structură corespunză- 
toare). 

Dacă extindem D, la limbaje de orice structură logică, de 
exemplu, la totalitatea limbajelor formalizate Dp, atunci 
formula atomară poate să nu fie realizabilă în unele lim- 
baje. F (x) nu este realizabilă într-un limbaj de tip silo- 
gistic. Cu alte cuvinte ea nu poate fi „,exemplificată”! 
în asemenea limbaje. 

Un limbaj are o structură logică de un anumit tip dacă şi 
numai dacă el conține matrici propoziționale numai de 
tipul dat. 

Realizabilitatea formulei atomare din limbajul predicatelor 
într-un limbaj dat echivalează cu faptul că limbajul are 
printre propoziţiile sale propoziții de matricea indicată de 
formula atomară. 


(VIII) Vom presupune că avem șirul de termeni (4; şi de 
termeni predicativi 1P,) fiecare şir dat într-un limbaj L, 
deci într-un domeniu D, din Dp. 


Fie P(x, Xa, -:-2 Xn) O formulă atomară din logica 
predicatelor și P(n, tms --:, im) O propoziție din D, 
ȘI PlXrs Xp +: Xrm) funcția corespunzătoare. 

1) P(x, Xr ---» Xkm) este realizabilă în Dz relativ la 
secvența {{ż,} (P,)) dacă şi numai dacă 

a) Pillk, în, ---, tim) este propoziție adevărată în D, sau 
b) D;(he Xk -<-s Xem) este funcție propozițională (din 


Dı) realizabilă. 

(O funcție propozițională este realizabilă în limbajul din 
care face parte dacă şi numai dacă ea este realizabilă în 
domeniul de interpretare al acestui limbaj.) 


2) A este realizabilă cu privire la anumite valori din {{t„}, 
(21) dacă şi numai dacă formula atomară A nu este adevă- 
rată cu privire la aceste valori. 

De exemplu F(x, y) nu este adevărată cu privire la sec- 
vența {{3, 4), (>)) din limbajul zecimal, căci 3 > 4 este 
falsă, ca urmare „F(x, y)? este realizabilă căci 3 pa 4 este 
adevărată (Aci semnele aritmetice au fost utilizate autonim). 
În sensul (b) A este realizabilă cu privire la anumite 
valori din domeniul lui L dacă şi numai dacă funcția pro- 
pozițională obținută din A nu este realizabilă cu privire 
la aceste valori. 
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Fie N, domeniul şi So, SSo valorile din N. Funcţia> (x, y) 
nu e realizată de secvența (So, SSo} deci >(x, y) este 
realizată. În acelaşi mod se poate continua cu celelalte 
formule compuse. 


(IX) O formulă din logica predicatelor este adevărată în 
domeniul D; dacă şi numai dacă ea este realizabilă pentru 
orice interpretare corespunzătoare dată variabilelor. 


Astfel „F(x) y F(x)” este adevărată pentru orice inter- 
pretare corectă dată variabilelor x şi F într-un limbaj de 
structură predicativă. 


r, 

(X) O formulă A este adevărată în D; dacă în genere ea 
este realizabilă în D, şi orice propoziție de forma A este 
o propoziție adevărată, respectiv orice funcție propozițio- 
nală obținută din A este o funcție propozițională adevărată. 
Putem utiliza operația de substituție pentru definiție. 
„Sb A( Fi je va însemna funcția obținută din A prin înlo- 
cuirea variabilelor individuale din logică cu variabile din 
L şi a variabilelor predicative cu nume de predicate din L. 
„Sb A(7)” va însemna propoziția obținută din Æ prin 
înlocuirea variabilelor individuale cu nume de indivizi şi 
a variabilelor predicative cu nume de predicate de tip 
corespunzător. 


(XI) O formulă A este adevărată în raport cu L dacă şi 
numai dacă 

a) orice funcție propozițională Sb A (y A ) este realizabilă, 
sau b) orice propoziție Sb A(; 5) este adevărată în L. 
(XII) O formulă A este adevărată în limbajul predicatelor 
dacă şi numai dacă orice interpretare corectă a ei (adică 


orice substituție corectă în L) dă o propoziție adevărată 
sau respectiv o funcție realizabilă. 


8. RELAŢII ȘI PROPRIETĂȚI SEMANTICE SPECIALE 


1) O funcție propozițională este adevărată dacă şi numai 
dacă propoziția generală corespunzătoare este adevărată, 
2) O funcție este realizabilă dacă propoziţia existențială 
corespunzătoare este adevărată. 
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'Teoremele 1) şi 2) sînt în fapt formulările semantice pentru 

axiomele predicatelor. 

Fie o formulă A şi două domenii de interpretare D, D, 

astfel că D, este izomorf cu D,: 

D, = tă, Pu Pa -e Én) 

D, = {Y¥, fo fu ie) nY 

3) A este realizat în D, de o secvență {a +) dacă şi numai 

dacă secvența {f(a})} ‘realizează pe A în D, 

Demonstrația se face pe cazuri: pentru formule atomare, 

pentru formule compuse. 

Putem presupune că în univers ființele care au față sînt 

infinite (și numărabile), acest domeniu pote fi pus în 

corespondență biunivocă cu şirul numerelor naturale 1,2, 
. n cu relația <. 

În acest caz pentru orice pereche de indivizi din primul 

domeniu care realizează relația x are ca tată pe y există 

o pereche de indivizi (x), p(y) astfel că are loc pentru 

ei relația q(Tată), adică ọ(x) < e(y) şi reciproc. Deci dacă 

x are ca tată pe y realizează pe A atunci ọ(x) < ẹ(y) 

realizează pe A (şi reciproc). 

Dealtfel, corespondența biunivocă se face în aşa fel că 

pentru orice pereche de elemente din priniul domeniu care 

satisface relația dată i se asociază o pereche de elemente 

din celălalt domeniu care satisface relația corespunzătoare 

(şi reciproc). Pe această bază demonstraţia teoremei 3) 

poate fi uşor reconstituită. 

Notăm încă o dată că secvența trebuie să fie completă 

pentru a putea realiza formula, lucru care decurge chiar din 

presupunerea că o realizează, căci dacă o realizează aceasta 

înseamnă că există o secvență complectă. 

4) O formulă A implică semantic o formulă B dacă şi 

numai dacă orice model al lui A este şi model al lui B. 

5) O formulă A implică semantic o formulă B dacă şi 

numai dacă ori de cîte ori A este adevărat B este adevărat. 

Propoziţiile 4), 5) redau semantic noțiunea de inferență 

sintactică. 

6) O formulă A este semantic echivalentă cu o formulă 

B dacă și numai dacă orice model al lui A este model 

al lui B şi reciproc. 

a) x = 2—x2=4 

b) x>y.=.x+l=y+1 


sînt respectiv implicații și echivalențe în sensul definit. 
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7) O formulă A este logic adevărată dacă şi numai dacă 
ea este adevărată în orice domeniu D (de interpretare 
adecvată). 

Astfel, „F(x) y F(x)” este adevărată în orice domeniu de 
natură predicativă. 

Dacă o formulă este logic adevărată atunci ea este o 
propoziție a logicii. 

8) O formulă A este consistentă (necontradictorie) dacă 
și numai dacă ea are cel puțin un model. 

9) O formulă A este contradictorie dacă ea nu are nici 
un model. 

F(x) & F(x)” este contradictorie. 

„X >y şi y > x’ este contradictorie. 

10) Orice propoziție care realizează o formulă logic adevă- 
rată este logic adevărată prin aplicaţie. 

11) Oricărei propoziții contradictorii îi corespunde o for- 
mulă logic falsă care aparţine unui limbaj logic. 

12) O formulă A este logic independentă de B dacă şi 
numai dacă există un model al lui B care nu este model 
al lui A. 

13) O formulă A este în contradicţie cu B dacă orice model 
al lui A transformă pe B în propoziţie falsă şi orice model 
al lui B transformă pe A în propoziţie falsă. 

14) Fie o mulțime de formule MF. Orice sistem de valori 
care transformă formulele din MF în propoziții adevărate 
se va numi model al mulțimii MF. 

15) Orice sistem de formule care are model este un sistem 
necontradictoriu (consistent). 

16) Fie (A, un şir de formule şi A, o formulă care nu 
face parte din {4„}. A, este independentă (semantic) de 
(A) dacă şi numai dacă există un model pentru {4,„} care 
nu este model pentru A, 

17) Dacă într-un sistem de formule orice formulă este 
independentă în raport cu restul formulelor vom spunecă 
sistemul este independent. 

18) Dacă un sistem de formule are model care este indepen- 
dent şi finit atunci el constituie un sistem de axiome (în 
sens semantic). 

19) Fie o mulțime (A,) de axiome şi o formulă B. Dacă 
orice model al lui {4,„} este model al lui B atunci B este 
consecință logică (în sens semantic) din {4,}. 
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20) O mulțime de propoziţii adevărate relativ la aceleaşi 
modele constituie o teorie. 

21) O teorie este completă în raport cu limbajul său dacă 
şi numai dacă ea conţine toate propozițiile adevărate din 
limbajul respectiv. 

22) Un sistem de axiome {4,„} este complet în raport 
cu o teorie T dacă şi numai dacă orice model pentru 
(A,) este model pentru T şi (A, CT. 

Un model poate să fie finit sau infinit, numărabil sau 
nenumărabil. Cu privire la modele se pot stabili toate 
operațiile și relațiile relative la mulțimi și ele pot fi stu- 
diate din punctul de vedere al structurilor matematice. 
23) Un model este finit dacă face parte dintr-un domeniu 
de interpretare finit. 

Modelul unei teorii este infinit dacă domeniul de interpreta- 
re este infinit. (Analog pentru numărabil, nenumărabil.) 
24) Două modele sînt izomorfe dacă și numai dacă ele 
sînt biunivoc corespondente. 

25) Două mulțimi de formule sînt echivalente dacă şi numai 
dacă ele au aceleaşi modele. 

26) Două mulțimi de formule sînt echivalente în sensul 
izomorfismului dacă modelele lor sînt izomorfe. 

(Astfel, logica predicatelor de ordinul unu este echivalentă 
în sensul izomorfismului cu logica claselor de indivizi.) 
27) Un sistem de formule este categoric dacă şi numai 
dacă oricare două modele ale sistemului sînt izomorfe 
între ele. 

De exemplu sistemele de axiome pentru numerele naturale, 
raționale şi reale sînt categorice în limitele metateoriei 
obișnuite (adică în limitele în care formulele primesc 
interpretările obișnuite). 

Dimpotrivă, dacă avem în vedere o mulțime de formnule 
T = {A UC(A)) atunci nici o teorie care are model infinit 
nu este categorică. (Aceasta este o consecință a teoremei 
Löwenheim — Skolem). 

R.L. Vaught a introdus o noțiune de categoricitate mai 
slabă (ea se referă la calculul predicatelor cu relația 
obişnuită de identitate). Un sistem de formule (în sensul 
lui Vaught) este categoric relativ la o putere dată m dacă 
şi numai dacă are un singur model de putere m (în limi- 
tele izomorfismului). 
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De aci Vaught a formulat următorul criteriu semantic 
pentru completitudine (1): 

O teorie 7 cu o mulțime de axiome A, care nu are o 
putere mai mare ca m (infinit) şi este categorică relativ 
la m şi nu are modele finite este o teorie completă. 

28) Teorema justificării axiomabizării (Lyndon). Notînd 
inferența definită sintactic prin |- iar pe cea semantică 
prin |=, următoarea teoremă are loc: 

Dacă A | atunci A |= $p 

(Orice teoremă în sens sintactic este teoremă în sensul 
semantic.) 

29) Teorema adecvării. Pentru orice mulțime A şi orice 
formulă p are loc A | este echipolent cu A |= Ż. 
Aceasta înseamnă că demonstrînd A — $ noi putem demon- 
stra A |= p şi reciproc. Aceasta nu trebuie confundată cu 
afirmația că orice formulă adevărată este şi formulă deduc- 
tibilă. 

(A fi adevărat în L nu coincide totdeauna cu a fi teoremă 
în L, după cum am văzut.) 

Teoremele de mai sus spun că ceea ce se deduce în sens 
sintactic se deduce şi în sens semantic și reciproc. 

30) Teorema compacticității [30]. Mulțimea A are model 
dacă şi numai dacă fiecare submulțime finită a ei are 
model. 

Urmează apoi o serie de teoreme legate de decizie. 

31) Teorema lui Gödel. Nu orice teorie axiomatică este 
completă relativ la mulțimea propoziţiilor adevărate expri- 
mabile în limbajul teoriei. 

Tarski a formulat apoi o teoremă cu privire la limitele 
exprimabilităţii. 

32) Dacă o teorie T conţine formula Sb (#) = vs (deci 
o formulă ce exprimă substituirea unei variabile cu alta) 
atunci proprietatea de a fi formulă adevărată a teoriei 
T nu este exprimabilă în T. 

33) Teorema lui Gödel de completitudine a calculului pre- 
dicatelor. Există sisteme axiomatice ale logicii predicatelor 
încît orice propoziție a logicii predicatelor este sau axiomă 
sau teoremă în astfel de sisteme. 

34) Predicatele monadice nu pot caracteriza un domeniu 
infinit. 

35) Teorema lui Löwenheim. Dacă o formulă A are model 


Interpretare, adevăr, model 357 


într-un domeniu infinit ea are model și într-un domeniu 
numărabil. 

Demonstrația acestei teoreme se dă cu ajutorul formelor 
normale şi a funcțiilor de decizie Skolem. O teoremă spune 
că o formulă este realizabilă dacă şi numai dacă forma 
ei normală este realizabilă. Cercetînd condițiile de realiza- 
bilitate ale formelor normale rezultă teorema de mai sus. 
36) O formulă A este semantic decidabilă dacă și numai 
dacă există o procedură relativă la modelele semantice 
care să ne dea răspunsul la întrebările: a) este sau nu reali- 
zabilă formula în legătură cu interpretarea dată, b) con- 
ține sau nu orice interpretare a lui A un model care reali- 
zează pe A 

Formulele logicii funcţiilor de adevăr sînt semantice decida- 
bile prin procedeul matricelor. 

O serie de. metateoreme stabilesc echivalența logică între 
anumite teoreme. Există multe asemenea metateoreme de 
care se ocupă în special Rasiowa şi Sikorski. Noi vom 
da doar exeinple pe care cititorul le poate imita în diferite 
alte cazuri. Fie T logica predicatelor. 

37) Următoarele condiţii sînt echivalente : 

a) Teoria T este necontradictorie, 

b) Teoria T are model, 

c) Teoria T are model semantic, 

d) Există un model M pentru T astfel că orice teoremă 
din T are model M. 

e) Teoria T are model într-o mulțime A # Ø şi în dome- 
niul P(X) al unei mulțimi X # Ø. 

f) Teoria T are model semantic într-o mulțime numărabilă A. 
38) Pentru două teorii T, T; următoarele condiții sînt 
echivalente : 

a) T; şi T; sînt echivalente, 

b) T; şi T; au acelaşi model. 

Vom“ numi metateoremele de acest fel „teoreme de echi- 
valență a condițiilor”. 

În speță astfel de metateoreme pot stabili corespondența 
(echivalența) între unele propoziții sintactice și propoziții 
semantice (de ex. referitoare la proprietăți ca: necontra- 
dicție, independență, completitudine ș.a.). 
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Filozofia logicii 


1. Filozofia logicii constă dintr-un ansamblu de propoziții 
ontologice şi gnoseologice necesare fundamentării logicii 
precum şi dintr-o serie de generalizări obţinute pe baza 
logicii. 

Deoarece problemele principale ale filozofiei logicii au fost 
expuse de noi în lucrările [8] şi [10] ne vom limita în acest 
capitol la a releva numai aspectele esenţiale ale temei. 
În toate epocile (începînd cu antichitatea greacă) logica 
a jucat un rol de bază în realizarea construcțiilor filozofice 
și în disputele filozofice. 

Marx, Engels şi Lenin au acordat o atenție deosebită 
filozofiei logicii în aşa fel încît se poate spune că filozofia 
logicii (şi se înțelege cunoaşterea logicii) a jucat un rol de 
prim rang în constituirea filozofiei marxiste. Lucrări cum 
sînt Critica economiei politice (Marx), Anti-Dühring şi 
Dialectica naturii (Engels) Caiete filozofice (Lenin) sînt 
impregnate de reflecții asupra logicii. Nici o altă știință 
(cu excepția biologiei și economiei politice) nu a influențat 
în asemenea măsură constituirea filozofiei marxiste cum 
a făcut-o logica. 

Dezvoltarea logicii în formă matematică a făcut ca influența 
ei asupra filozofiei să crească și mai mult. Teoria cunoaş- 
terii se sprijină azi la un pol pe științele experimentale 
şi la altul pe logică, aceasta deoarece ceea ce este esenţial 
într-o teorie este tocmai structura ei logică. Matematica 
modernă recunoaşte că ceea ce este esențial în ea este 
„construcția logică”. Procesul de matematizare a științe- 
lor deschise calea spre o largă teoretizare și deci spre 
logicizare. 

Se înţelege, logica este o ştiinţă aproape tot atît de dificilă 
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ca şi matematica. De aci pot rezulta două consecințe nega- 
tive pentru filozofi: a) fuga de logică (şi deci refuzul 
unei utilizări conștiente a aparatului ei, fie pentru analiza 
şi construcția concepțiilor filozofice, fie ca material de 
reflecţie filozofică, b) abordarea superficială și de aci eclec- 
tismul care caracterizează atîtea lucrări de așa-zisă „episte- 
mologie”. 
Ca şi în orice alt domeniu în logică n-ai înțeles cu adevărat 
decît ceea ce tu însuți ai gîndit sau regîndit în mod adevărat, 
A filozofa în pr otunzime înseamnă a merge pînă la „„rădă- 
cina abstracției”. În acest sens, piatra de încercare este, 
pe de o parte, „construcția logică” în care abstracția este 
integrată, iar pe de altă parte, „aplicaţiile” la concret. 
Filozofia logică cuprinde : 
— supoziţiile filozofice ale logicii; 
— concluziile filozofice desprinse din materialul logic; 
discuția asupra aplicațiilor şi modalităţilor de aplicare 
a logicii, 


2. Supozihiile filozofice ale logicii (formale). 

Ontologia logicii. Ontologia logicii presupune discutarea 
unui univers, care în principal constă din următoarele 
entități : obiecte, operaţii, proprietăţi (însușiri sau relații), 
mulțimi de obiecte, sisteme de obiecte precum şi a unor 
categorii subordonate sau derivate de la acestea. 
„Statutul filozofic” al acestor entități nu este deloc simplu 
şi el este în orice caz deosebit de cel al filozofiei în genere 
sau de cel al altor filozofii ale științei. Discutînd despre obiect 
avem în vedere mai întîi o anumită noțiune de existență, 
apoi o anumită ințelegere în extensiune, anume ce obiecte 
intră în categoria celor vizate de logică. 

Prin definiție admiterea unui obiect într-un sistem logic 
coincide cu supoziţia că el există, iar a exista în logică = 
= a fi necontradictoriu. 

Gama obiectelor necontradictorii este foarte largă — obiec- 
te concrete (în sens fizic), obiecte abstracte, obiecte nede- 
terminate, obiecte ideale, obiecte posibile („,constructive”). 
Riguros vorbind omul nu poate avea de-a face cu obiectele 
decît în mod abstract, adică relațiile lui cognitive cu obiec- 
tul nu cuprind niciodată obiectul în totalitatea lui. Ceea 
ce înțelegem prin „obiect fizic” este obiectul „dat practic 
sau senzorial” 
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Recunoaşterea faptului că la baza obiectului „dat” stă un 
obiect real care depăşeşte cu mult experiența şi gîndirea 
noastră este una din premisele materialismului. 

Obiectele abstracte, nedeterminate sau ideale nu constituie 
decît „moduri de a trata separat” aspecte ale obiectului 
real şi în speță ale obiectului dat practic și senzorial. 
Toată eroarea idealismului din filozofia logicii constă în a 
lua „posibilitatea de a trata separat” drept existență ab- 
solut separată. Lumea începe să fie populată atunci cu 
entități abstracte, ea devine o lume de fantome. 
Respingînd modul nominalist şi empirist senzorialist de a 
trata entitățile abstracte, chiar un neopozitivist cum £ 
Carnap şi-a dat seama de faptul că acceptarea unor astfel 
de entități „nu implică afirmația că aceste entități s-ar: 
număra printre datele imediate” [282]. El respinge „pre- 
zența lor ca date imediate” dar de aci nu trage concluzii 
nominaliste sau „empirist-senzorialiste. Însă a recunoaşte 
abstracția numai în limitele construcţiilor noastre fără 
vreo legătură cu datul şi în genere cu realul este de ase- 
menea o soluție inacceptabilă; (or această soluție constituie 
în esență poziția lui Carnap). 

Calea de la lucrul real și experiență la abstracție poate să 
fie foarte lungă și procesul de parcurgere foarte complicat. 
Simplificarea ei arbitrară este sursa unui materialism vulne- 
rabil, renunțarea la analiza ei este sursa sau a unui materia- 
lism dogmatic (necritic) sau a unui idealism „„leneş”. Într-a- 
devăr, este semn de lenevire a spune că „creația mate- 
imatică este absolut liberă”, „arbitrară””. Aceasta te scuteşte, 
evident, de a mai gîndi. 

Materialismul logic cere să urmărim meandrele procesului 
de introducere a abstracțiilor pornind de la obiectul real, 
dat în experiență şi percepție, pentru a putea explica 
legătura obiectelor abstracte cu realul. Pe acest principiu 
ne-am bazat în lucrarea [10]. 

Dezvoltarea semanticii logice este nu numai un mod de 
tratare diferit de acel al formalismului, ci şi implicit o 
reacție filozofică la adresa acestuia, o revenire la conţinut. 
Formalizarea este limita superioară a abstractizării, este 
negația oricărei abstracții, eliminarea abstracţiei prin ab- 
stractizare, după cum aplicaţia (practică) este limita 
concretizării, este negarea oricărei abstracții prin trecerea 
la obiectul real desemnat. 
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Orice obiect abstract (ideal, nedeterininat, construit) este 
rezultatul unui proces mai mult sau mai puțin complex 
care porneşte de la real şi de la practică (Am arătat rolul 
„principiului neglijabilităţii practicii în introducerea obiec- 
telor ideale.) 

Constructele sînt introduse pur şi simplu pe baza operațiilor 
formale „consistente”. Ar fi zadarnic să căutăm semnificații 
intuitive operatorului e dat de Hilbert. Ele nu se justifică 
decît pe baza coerenței cu semnificaţiile reale, ale apar ca 
o prelungire a realului determinată de construcția abstractă 
prin suportul său lingvistic, procesul de gîndire este o 
construcție în prelungirea realului, nu numai o „,reflectare”. 


Postulatele filozofice (ontologice) ale logicii sînt supoziţii 
metafizice „de uz casnic” (Engels). Nu intrăm în aceste 
detalii, reamintim că a) supoziţia de existență, b) supoziţia 
de unicitate şi distincție, c) supoziţia de stabilitate a 
obiectului extinse dincolo de unghiul de vedere formal 
generează metafizica (în sens filozofic) ca metodă care 
absolutizează independența a ceea ce este relativ indepen- 
dent. 

De ontologia logicii ține şi determinarea domeniului ei de 
obiecte (a „obiectului logicii”). 

Definiția logicii „prin obiect” şi „prin metodă”, relațiile 
cu ştiinţele învecinate şi în special cu matematica face 
parte din problematica determinării obiectului. 


Principii enoseologice. De la obiect ca referent al expresiei 
se trece apoi la conceptul obiectului. Dispunerea ierarhică 
a conceptelor implică posibilitatea de a face din orice 
concept un referent al unui concept de ordin mai înalt. 
Este un aspect al „ierarhiei abstracţiei”. Acesta este deja 
un principiu gnoseologic care arată relativitatea opoziției 
dintre obiect şi conceptul său odată ce am trecut din uni- 
versul fizic în universul abstracției. 

Un alt principiu gnoseologic este cel al „„relativizării con- 
ceptelor” (ex. „adevăr în S”, „propoziție în S” șa.). 
Contradicţiile în care intrăm operînd cu concepte. prea 
largi ne obligă la „,despicarea” lor în concepte relative. 
În mod corespunzător problemele care se dovedesc a fi 
irezolvabile într-o formă prea generală se „reduc” la pro- 
bleme particulare (acesta este cazul problemei deciziei). 
În fine, abordarea uneia şi aceleiași probleme prin dife- 
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rite metode este o însușire a logicii moderne. De aci introdu- 
cerea „conceptelor relative la metodă”, concepte pe care 
am convenit să le numim „,constructive”. 


3. Fapte din logică relevante sub raport filozofic. Dintre fap- 
tele cele mai interesante pentru filozofie semnalăm: a) 
apariția paradoxelor în sistemele deductive, b) logicile 
polivalente (relativizarea conceptelor de adevăr și particu- 
larizarea principiilor logice, în speță principiul terțului 
exclus), c) teoremele limitative (Gödel, Tarski ş.a.), d) 
tratarea metateoretică (sintactică, semantică, pragmatică). 
Toate aceste fapte sînt deosebit de importante pentru 
studierea şi adîncirea dialecticii cunoaşterii. Ele arată că 
evoluția logicii departe de a fi un proces simplu (şi cu atît 
mai puțin încheiat cum credea Kant) este un cîmp de 
dispute „violente” (Engels). 


4. Aplicațiile logicii. Noţiunea de „aplicaţie” a logicii re- 
prezintă în sine o problemă. Unii o confundă cu „aplicația 
matematicii”, alții o reduc la ideea tradițională de „ghid: 
al gîndirii” şi în fine unii îi pretind nici mai mult nici mai 
puțin decît să fie o „ştiinţă experimentală” (avînd în 
vedere succesele în aplicațiile tehnice ale unor calcule 
logice). 

Toate aceste cazuri arată că noțiunea de „aplicaţie” a 
logicii a devenit foarte complexă. 

Vom înțelege prin „aplicaţie” a logicii: 

a) aplicarea logicii la procesele de gîndire în calitate de 
„metodă de verificare” şi „metodă de construcție a teo- 
riilor”, 

b) aplicarea logicii în sensul de trecere de la variabilele ei 
la un sistem de constante (acesta este aspectul cel mai 
puțin interesant). 

c) aplicarea logicii la tehnică prin interpretarea adecvată 
a formalismelor ei. 

d) aplicarea în sensul modelării proceselor logice (vezi 
prefața acestei lucrări). 

Primul gen de aplicație este cel mai important şi cel mai 
dificil. Acesta cuprinde foarte puține aspecte „,mecanice” 
şi depinde nu numai de o excelentă cunoaștere a logicii 
ci şi de o desăvîrșită deprindere de a gîndi logic, precun? 
şi de intuiție (capacitatea naturală de a surprinde corela- 
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țiile logice). Al doilea aspect este în mare parte mecanic 
şi el seamănă cu „,punerea problemei în ecuație”. Mulți 
dintre cei ce nu posedă darul inventivităţii se aşteaptă ca 
aplicația să se facă măcar în acest sens dacă nu chiar 
mecariic de tot. Ei îşi pun întrebarea cam în sensul acesta 
„ce probleme rezolvă logica în mod mecanic?” şi, cum 
nu găsesc asemenea probleme, o părăsesc dezamăgiți. 

În fine, aplicaţia în sensul c) este într-adevăr mecanică, 
ea a dat oarecare satisfacție inginerilor, dar, de bună seamă 
că şi aceştia au sperat la mai mult. 

Domeniile considerate tradițional „inexacte” sînt acum în 
fața necesității de a-și ordona oarecum rezultatele şi în genere 
de a cerceta după oarecare ordine, dacă nu după metode 
cantitative, cel puţin după metode logice. 

Rezultatele obținute în aceste domenii — ştiinţele sociale, 
disciplinele normative, ştiinţele artei — sînt puține, dar ele 
au început să încurajeze pe anumiți cercetători. Fiecare 
îşi dă seama că fără ordine, fără „metode exacte” speranța 
de a progresa devine din ce în ce mai mică. 

Acei cercetători care cred că o fugară cunoaştere a logicii 
sau o aplicare mecanică a ei ar putea fi condiția suficientă 
pentru a progresa se înșală. 

Logica nu este în cele mai multe cazuri decît un instrument 
necesar nu şi suficient, capacitatea omului este a doua 
condiţie necesară, iar acestea două formează ansamblul con- 
dițiilor necesare şi suficiente pentru progresul în aceste 
ştiinţe, ca dealtfel și în orice altă știință. 
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